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Від автора

У праці, навчанні, грі, в усякій творчій діяльності людині потрібні винахідливість, уміння міркувати - все те, що ми називаємо одним сло​вом «к м і т л и в і с т ь». Кмітливість можна виховати і розвинути систематичними і поступовими вправами, зокрема розв'язуванням математичних задач як шкільного курсу, так і задач, які виникають з практики і зв'язані з спостереженнями речей і подій в навколишньому світі.

Математика дисциплінує розум, привчає до логічного мислення. Недарма говорять, що математика - це гімнастика розуму.

«Математична кмітливість» - збірка математичних мініатюр: різноманітних задач, математичних ігор, жартів і фокусів, що вимагають роботи розуму, розвивають кмітливість і потрібну логічність у міркуваннях.

Збірка призначена для читачів з найрізноманітнішою математичною підготовкою.

Систематизація задач по розділах, звичайно, дуже умовна; у кожному розділі є і легкі і важкі задачі.

У книжці п'ять розділів: «Сім раз примір, один раз відріж», «Доміно і кубик», «Властивості дев'ятки», «З алгеброю і без неї», «Математичні ігри та фокуси».

«Математична кмітливість» - книжка не для легкого читання «за один раз», а для регулярної розумової гімнастики невеликими порціями, супутник читача в його поступовому математичному розвитку.

Весь матеріал книжки підпорядковано виховній і освітній меті: спонукати читача до самостійного творчого мислення, до дальшого вдосконалення своїх математичних знань.

РОЗДІЛ ПЕРШИЙ
СІМ РАЗ ПРИМІР, ОДИН РАЗ ВІДРІЖ
1. На рівні частини
Задача 1. Перерисуйте фігуру, зображену на рис. 1, на аркуш паперу і розріжте її на 4 рівні чотирикутники (фігури називаються рівними,  якщо  при накладанні  вони суміщаються  всіма своїми частинами).
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Задача 2. Як розрізати рівносторонній трикутник на 4 рівні частини, видно з рис. 2. Заберіть верхній трикутник; інші 3 трикутники утворять фігуру, яку в геометрії називають трапецією (рис. 3). Спробуйте і її розрізати на 4 рівні частини.

Задача 3. Пластинку, зображену на рис 4, розріжте на 6 однакових пластинок.

Задача 4. Якщо у многокутнику всі внутрішні кути рівні між собою і всі його сторони також рівні, то він називається правильним многокутником.
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Розріжте (двома способами) правильний шестикутник, зображений на рис. 5, на 12 рівних чотирикутників. Чи будуть ці чотирикутники правильними, тобто чи будуть вони квадратами?

Задача 5. Не всяку трапецію можна розрізати на 3-4 рівні між собою маленькі трапеції. Адже ж так? Але трапецію, що складається з 3
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рівних рівнобедрених прямокутних трикутників (рис. 6), схожу на дерев'яний молоток без ручки в поздовжньому розрізі, ви легко розріжете на 4 цілком однакові прямокутні трапеції.
2. Сім розочок на торті
До чаю подали торт. Трьома прямими лініями його розрізали на 7 частин. На кожній частині при цьому було по розочці.
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Як розрізали торт?

Рис. 7. Три розрізи — і кожному по розочці.
3. Фігури, що втратили свої обриси
Квадрат, у клітках якого ви бачите кілька цифр (рис 8), підготовили, щоб розрізати на 4 рівні фігури.

Фігури ці були симетричні відносно центра квадрата. Більше того, для повного суміщення однієї з рівних фігур з другою досить було будь-яку з них повернути рівно на 90° навколо центра квадрата, як навколо осі.
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Але біда в тому, що хтось стер намічені лінії розрізу, а цифри збереглися, і я пам'ятаю, що вони стояли так: кожна цифра по одному разу в кожній фігурі. На мою думку, вам цього достатньо, щоб повернути фігурам втрачені обриси, коли ще відомо, що лінії розрізу проходили тільки вздовж сторін кліток квадрата.

Рис.8. Квадрат був підготовлений для розрізування.

4. Порадьте

На рис. 9 зображено план нижньої частини одного приладу. Порадьте, як поділити прилад на 4 камери, що мають однакову форму і розміри, причому в кожній камері має бути по 2 штифтики (зображені крапками) і по одному отвору (зображені маленькими квадратами).
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5. Без втрат!

Ви, звичайно, знаєте, що на заводах деякі заготовки не відразу надходять на верстат для обробки, наприклад, на стругальний чи свердлильний, а спочатку передаються розмітчикові, який наносить на них потрібні лінії і крапки. Кмітливість і вміння розмітчика можуть вели​кою мірою сприяти боротьбі за економію матеріалу.
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Одного разу на заводі треба було мати велику кількість латунних многокутних пластинок семи фасонів, зображених на рис. 10. Розмітчик помітив, що одна з семи пластинок (визначте яка) рівно 6 раз укладається на невеликому прямокутному листі латуні, а для виготовлення інших пластинок розмітчик так уміло підібрав серед відходів обрізки листової латуні (рис 11), що кожний з них можна було розрізати, не втрачаючи жодного квадратного сантиметра латуні, на пластинки одного й того самого фасону.

Так, наприклад, з листового обрізка І (рис. 11) виходить 3 пластинки № 4 (рис. 10), з обрізка ІІ— 5 пластинок № 7 і т. д. Які пластинки з числа зображених на рис 10 можна вирізати з інших листових обрізків, зображених на рис 11, — це ви визначите самі.
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Підкажу ще, що листовий обрізок III можна розрізати на З пластинки однакового фасону, листовий обрізок IV — на 4 пластинки однакового фасону, V— на 6, а VI— на 4 пластинки однакового фасону Не забудьте, що з прямокутного латунного листа можна вирізати 6 пластинок одного з даних семи фасонів.

Перерисуйте у свій зошит рис. 11 і проведіть потрібні лінії розрізу на кожному листовому обрізку.

Щоб полегшити розв'язування, рис. 10 і 11 поділено на клітки.
6. Все йде в роботу

«Чи вийде з цього обрізка шахова дошка на 64 клітки?»— подумала я, розглядаючи прямокутний кусок дошки горіхового дерева з двома прямокутними виступами (рис. 13). Вимірявши дошку, я розрахувала, що зможу використати її всю, нічого не відкидаючи.
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Потім я поділила дошку на 64 рівні клітки, причому в кожному виступі було по 2 клітки, і розрізала її тільки на 2 частини, що мали однакову форму і величину, і з них склала шахову дошку. Знайдіть лінію розрізу.

Рис. 12. Чи вийде шахова дошка ?
7. Головоломка

Фігура АВСDEF (рис 13) складається з трьох рівних суцільних квадратів.
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Треба розрізати цю фігуру на 2 частини так, щоб з утворених  частин можна було скласти квадратну рамку. Отвір всередині рамки також повинен мати форму квадрата, що дорівнює кожному з трьох квадратів, які утворюють дану фігуру.
 Рис 13

8. Розрубати підкову

Нарисуйте підкову і зміркуйте, як провести 2 прямі лінії, вздовж яких можна було б розрізати підкову на 6 частин, не переміщаючи їх при розрізуванні.

9. У кожній частині — отвір
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А ось вам підкова з отворами для цвяхів (рис 14). Розрубайте її двома прямолінійними ударами на 6 частин так, щоб у кожній частині було по одному отвору

10. З «глечика» — квадрат

Перерисуйте на аркуш паперу фігуру, що має форму глечика, зображену на рис 15, і розріжте її двома прямолінійними розрізами на такі 3 частини, з яких можна було б скласти квадрат.
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11. Квадрат з букви «Е»

Акуратно накресліть на аркуші паперу фігуру (рис. 16), що має обриси букви «Е». Треба розрізати фігуру «Е» тільки на 7 частин, причому не більш як чотирма прямолінійними розрізами, і з усіх утворених частин скласти квадрат.

Зауваження. Кожний гострий кут у цій фігурі «Е» становить половину прямого кута, а кожний тупий кут - у три рази більший від гострого. Співвідношення між довжинами сторін легко встановити по рисунку.
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12. Красиве перетворення

Перерисуйте на тонкий картон або цупкий папір зображений на (рис 17) правильний восьмикутник і в центрі виріжте отвір також у формі правильного восьмикутника. Утворену фігуру треба розрізати на 8 рівних частин і, перекладаючи їх, скласти восьмикутну зірку, яка також має восьмикутний отвір.
13. Відновлення килима

Від старого, але ще цінного килима, довелося відрізати два невеликі зіпсовані трикутні клаптики (на рис. 18 - заштриховані трикутники). Вихованці училища художніх промислів вирішили відновити прямокутну форму килима, зберігши його рисунок і не відрізуючи жодного клаптика. Вони розрізали мозаїку тільки на 2 частини, з яких і склали новий прямо​кутник (він мав форму квадрата). При цьому вони нічого не переробляли в килимі.

Як це їм удалося?
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14. Виручайте бідолаху

Друзі винахідника головоломки навчились швидко складати шахову дошку з 14 деталей. Тоді веселий шахіст вирішив змінити число і форму складових частин дошки. І от як на лихо спало йому на думку розрізати шахову дошку на 15 однакових фігур, схожих на букву «Г» (рис 19, а), і одну квадратну (рис 19, б), З того часу втратив спокій наш юний конструктор. Не вдається йому розрізати шахову дошку на такі частини. Тепер він схильний думати, що такий розкрій дошки неможливий, і намагається це довести, але поки що також безуспішно. Треба виручати бідолаху.

Давайте допоможемо йому довести неможливість розв'язання поставленої ним задачі, а замість цього запропонуємо йому розрізати шахову дошку на 10 однакових фігур, схожих на букву «Р» (рис 19, в), і одну,— схожу на букву «Г» (рис 19, а).

Наша задача також не з легких, але розв'язується.
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15. Подарунок бабуні

У дівчинки було два квадратні куски клітчастої тканини: один мав 64 клітки, а другий — 36 кліток. Дівчинка вирішила зробити з них одну квадратну хустку і подарувати бабуні. Зрозуміло, що при цьому треба було зберегти строге чергування білих і чорних кліток. Справа ускладнилась тим, що краї більшого куска були вже промережені і навіть китички цілком були зроблені на двох сторонах куска, а на третій — наполовину (рис. 20). Допомогла дівчинці її конструкторська кмітливість.
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Кожний кусок вона так дотепно розрізала на дві частини, що хустка, складена з чотирьох утворених частин, мала всі 100 кліток і при цьому всі китички, які були на більшому куску, лишились на зовнішніх сторонах, по краях хустки.

Повторіть на моделях з паперу розв'язання дівчинки.

16. Задача столяра

Столярові принесли 2 однакові овальні дошки з довгастими отворами в центрі (рис. 21) і замовили з них одну круглу суцільну кришку для стола.
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Дошки були з дерева рідкої дорогої породи, і майстрові хотілось використати їх цілком без будь-яких обрізків.

Щоб не робити зайвих, необдуманих розрізів, столяр спочатку вирізав з цупкого паперу викройку дошки, придивився до форми, дещо перевірив циркулем. Виявилось, що намір майстра цілком можна здійснити, розпилявши дошки навіть на невелике число частин.

Як розпиляв столяр принесені дошки?

17. Кожному коневі по стайні

На рис. 22 зображено шахову дошку з 4 кіньми. Треба розрізати дошку на 4 рівні і однакові за формою частини, щоб на кожній з них було по одному коню.
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18. Ще більше!

Спробуйте поділити круг шістьма прямими лініями на найбільше можливе число частин.

На рис 23, наприклад, круг поділено на 16 частин, але це не найбільше можливе число частин. Можна показати, що найбільше число частин визначається за формулою [image: image17.png]ntin+2



, де n— число січних прямих. Розв'язуючи задачу, треба домогтись симетричності розміщення прямих ліній.
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19. Перетворення правильного шестикутника у рівносторонній  трикутник

Геометричні задачі на складання однієї фігури з частин іншої ось вже кілька тисячоліть захоплюють і математиків-спеціалістів, і архітекторів, і просто любителів математики.

Є загальні способи перетворення однієї фігури в іншу розрізуванням і перекладанням частин даної фігури, але практично користуватись загальними способами в багатьох випадках дуже незручно, громіздко.

Цікаво буває в таких задачах знайти спосіб розрізування даної фігури на якомога менше число частин. Але це задача нелегка і вимагає великого терпіння і винахідливості.

Як, наприклад, найкраще розрізати даний правильний шестикутник (рис. 24) прямолінійними розрізами, щоб з його частин можна було скласти суцільний правильний трикутник ?

Ця задача має кілька розв'язань; у кожному з них шестикутник поділяється тільки на 6 частин.

Спробуйте знайти таке розв'язання.
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Рис 24. Як розрізати, щоб скласти правильний трикутник? Між іншим, досі ніхто не довів, що шестикутник можна поділити на 5 таких частин, з яких можна було б скласти правильний трикутник, але ніхто й не спростував цього твердження.

[image: image20.jpg]



РОЗДІЛ ДРУГИЙ 
ДОМІНО І КУБИК

ДОМІНО

Гра «доміно» найчастіше складається з 28 прямокутних плиток — кісточок (рис. 25). Кожна кісточка поділена на 2 квадрати, на яких нанесено крапки.

[image: image261.png]



У квадратах крапки розподілено так, що група крапок на кожній кісточці утворює одну з можливих комбінацій по 2 з 7 чисел: 0, 1, 2, З, 4, 5, 6. Відповідно до цього кожна кісточка доміно характеризується двома числами: числом крапок в одному квадраті і числом крапок у другому квадраті. Сума всіх крапок кісточки визначає число її «очок». Якщо обидві половинки кісточки містять однакове число очок або обидві «пусті», то така кісточка називається «подвійною», або «дубль». Замість повного зображення кісточки іноді просто записуватимемо поряд 2 цифри (з рисочкою між ними), які показують число очок на кожній половині кісточки. Так, запис 0-5 означає кісточку, яка в одному квадраті не має крапок (0), а в другому має їх п'ять (5); запис 4-6 означає кісточку з чотирма і шістьма крапками і т. д.

Спосіб гри в доміно загальновідомий, і описувати його немає потреби. Нагадаю тільки основне правило: до будь-якого з квадратів покладеної на стіл кісточки слід приставляти іншу кісточку тим квадратом, який має стільки очок, скільки й квадрат покладеної на стіл кісточки.

Позначення всіх 28 кісточок доміно можна записати так:
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Сама по собі гра в доміно не становить математичного інтересу. Але коли ви маєте повний набір кісточок доміно, то поуправляйтесь у розв'язуванні таких цікавих задач і головоломок.
20. Скільки очок?

Виходячи з основного правила гри в «доміно» (див. вище), розв'яжіть таку задачу: усі 28 кісточок доміно відповідно до правил гри викладено на столі ланцюжком так, що на одному його кінці 5 очок. Скільки очок повинно бути на другому кінці ланцюжка?

Спочатку поміркуйте «в думці», а потім перевірте практично.
21. Два фокуси

Перший фокус. Непомітно заховавши одну з кісточок доміно (тільки не «дубль») і намагаючись не привертати уваги своїх друзів до того, що кісточок лишилось 27, а не 28, запропонуйте їм викласти всі наявні кісточки ланцюжком за правилами гри, починаючи з будь-якої кісточки (можна дозволити лишити невикористаними тільки «дублі»). Ваше завдання вони виконають без утруднень, але ви зможете заздалегідь передбачити, яке число очок буде на кожному з кінців ланцюжка.

Очок на кінцях ланцюжка буде стільки, скільки їх в квадратах захованої вами кісточки доміно. Чому?

Другий фокус. Візьміть 25 кісточок доміно, переверніть їх «лицем» униз і покладіть поряд одну за одною так, щоб вони дотикались довгими сторонами. Потім скажіть, що ви відвернетесь або навіть підете в іншу кімнату, а хто-небудь нехай перемістить якесь число кісточок (але не більше як 12) з правого кінця на лівий. Ви беретесь угадати, скільки кісточок перемістили.
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Готуючись до «вгадування» і перевертаючи кісточки доміно «лицем» униз, 13 з них покладіть у порядку спадної послідовності цілих чисел від 12 до 0 (рис. 26), а справа від них інші 12 у довільному порядку.

Повернувшись в кімнату, ви відкриваєте середню (тобто тринадцяту від кінця) кісточку, число очок якої обов'язково вкаже число переміщених без вас кісточок доміно.

Чому так?
22. Рамки

Задача 1. Прикладаючи кісточки одну до одної за правилами гри в доміно, складіть квадратну рамку. Використайте при цьому всі 28 кісточок і складіть їх так, щоб уздовж кожної сторони квадрата сума очок дорівнювала 44.

Задача 2. Складіть усі 28 кісточок доміно у вигляді рамки в рамці (рис. 27) так, щоб суми очок уздовж кожної з восьми сторін фігури були однакові.

При цьому допускається довільне «зчеплення» кісточок, тобто тепер немає потреби обов'язково прикладати кісточки половинками з однаковим числом очок.
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23. «Віконця»

З кісточок доміно можна складати «віконця» з однаковими сумами очок уздовж кожної сторони кожного окремого «віконця» (рис. 28).

Беручи всі 28 кісточок доміно, складіть 7 однакових «віконець», що мають зазначену властивість, серед яких не було б «віконця», зображеного на рис. 28.

Зауваження.1) Числа очок у кутових квадратах лічать двічі: вздовж горизонтальної сторони і вздовж вертикальної сторони.

2) Суми очок повинні бути однакові тільки вздовж сторін кожного окремого «віконця». Різні «віконця» можуть мати різні суми очок.
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24. Чарівні квадрати з кісточок доміно

З кісточок доміно можна складати не тільки «віконця» і «рамки», а й суцільні квадрати, та ще й «чарівні».

Коли числа, які не повторюються, розміщені у формі квадрата так, що суми чисел у кожному ряді як горизонтальному, так і вертикальному і в кожній з двох діагоналей будуть однакові, то такий квадрат чисел називається «чарівним», або «магічним».
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Так, наприклад, з усіх семи бланшів (так називають кісточки доміно, які не мають очок на одній або на обох половинках) і ще двох кісточок (1 -6 і 2-6) дуже легко скласти чарівний квадрат (рис. 29) із сталою сумою 12.

Примітка. У цьому і в інших чарівних квадратах, які складено з кісточок доміно, рядком, стовпчиком і діагоналлю вважають смугу, що охоплює відповідний ряд плиток (див. рис. 29).

Цікаво, що числа очок взятих дев'яти кісточок становлять 8 перших чисел натурального ряду 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 та ще нуль.
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А якщо взяти 9 таких кісточок, в яких числа очок будуть дев'ятьма першими членами ряду натуральних чисел, наприклад, таких, як на рис. 30, то з них можна скласти чарівний квадрат з сталою сумою 15 (рис. 31).

Аналогічні квадрати можна скласти з кісточок, що містять усі двійки або трійки, або четвірки, і ще двох відповідно підібраних кісточок. Константи (сталі суми) цих квадратів будуть 18 або 20, або 24.

Можна складати чарівні квадрати з більшого числа кісточок: з 16, 25 і т. д.; при цьому окремі числа можна брати по кілька разів.
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Як приклад наведемо схему чарівного квадрата, утвореного 16 кісточками доміно з сталою сумою 18:
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Його складено з кісточок, що містять усі нулі, усі одиниці, і ще з трьох кісточок: 2-5; 2-6; 3-6. Сума очок у кожному стовпчику, кожному рядку і діагоналі цього квадрата дорівнює 18. Деякі з кісточок містять однакове число очок, наприклад, 1+4= 0 +5 (перший стовпчик), 2 + 5 = 1+6 (останній рядок) і т. д.

Цей квадрат має ще й ту цікаву властивість, що в ньому можна перший стовпчик пересунути на четверте місце або верхній рядок перенести вниз, і знов-таки вийде чарівний квадрат. Якщо в цьому квадраті всі кісточки, що містять нулі і одиниці, замінити кісточками, де очок буде більше на одне, на два або на три, то знов дістанемо чарівні квадрати. Нарешті, якщо в будь-якому з таких квадратів кожну кісточку замінимо доповняльною, то знову дістанемо чарівний квадрат.

Як бачите, доміно дає багатий матеріал для вправ з чарівними квадратами. Розв'яжіть тепер такі задачі:

Задача 1. Складіть чарівний квадрат з сумою 21 з дев'яти кісточок, зображених на рис. 32.
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Задача 2. Підберіть такі 9 кісточок доміно, щоб числа очок цих кісточок утворювали послідовність 4, 5,6, 7, 8, 9, 10, 11 і 12, і складіть з них чарівний квадрат. Яка константа (стала сума) цього квадрата?

Задача 3. Підберіть 16 кісточок доміно з такими числами очок: 1, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 5, 6, 6, 7, 7, 8, 8, 9 і 10 і складіть з них чарівний квадрат.

Задача 4. Складіть чарівний квадрат із сталою сумою, яка дорівнює 27, з таких 25 кісточок: 0-0, 0-1, 0-2, 1-1, 0-3, 1-2, 0-4, 2-2, 3-1, 3-2, 4-1, 5-0, 1-5, 6-0, 4-2, 3-3, 1-6, 3-4, 2-5, 2-6, 3-5, 4-4,4-5, 6-3, 6-4.

25. Множення в доміно

Подивіться на рис. 33. За допомогою чотирьох кісточок доміно ми зобразили множення трицифрового числа (числа 551) на одноцифрове (на 4), а саме: 551 -4 = 2204. Спробуйте розмістити всі 28 кісточок доміно так, щоб вийшло 7 «множень», аналогічних до зображеного на рис. 33. Шість «множень» ви складете без особливих труднощів. А ось над сьомим доведеться подумати. А втім це можливо.
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26. Відгадати задуману кісточку доміно

Запропонуйте друзям задумати разом, але так, щоб ви не знали, яку-небудь одну кісточку доміно.

Нехай тепер вони послідовно виконають такі дії:

1) число очок однієї (будь-якої) половини задуманої кісточки помножать на 2;

2) до добутку додадуть будь-яке назване вами число m;

3) знайдену суму помножать на 5 і

4) до добутку додадуть число очок другої половини задуманої кісточки.

Дізнайтесь у них про остаточний результат і відніміть від нього 5т. Тоді дві цифри знайденого двоцифрового числа і покажуть, скільки очок на кожній половині задуманої кісточки доміно.

Нехай, наприклад, задумали кісточку 6-2. Помножили 6 на 2 і додали за вашою вимогою т - 3. Дістали 15. Помножили 15 на 5 і додали 2 очка другої половини задуманої кісточки. Дістали 77. Віднімемо 5т = 15. Дістаємо: 77 - 15 = 62. Задумана кісточка доміно: 6-2.

Чому так виходить? Розберіться!

КУБИК

Гральний кубик — це куб, на поверхні якого нанесено крапки. На одній грані—одна крапка, на другій — дві крапки, на третій — 3, на інших гранях 4, 5 і 6 крапок.

На рис. 27 показано такий кубик і його викройку.

Число крапок на грані кубика визначає число очок. Розміщені крапки на поверхні кубика так, що суми очок на протилежних гранях дорівнюють7. 
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Чому саме кубик є таким многогранником, який найбільше підходить для гри?

Насамперед, очевидно, що гральна кісточка повинна бути правильним многогранником, оскільки тільки в цьому випадку при киданні гральної кісточки кожна її грань матиме однакові шанси бути верхньою. Але з п'яти видів правильних многогранників найбільш підхожим, звичайно, є куб: виготовити його легко, а при киданні він досить добре котиться.

Якщо всі 5 правильних многогранників кидати з однаковим зусиллям, то тетраедр і октаедр (рис 28, 29) ледве покотяться, куб (рис. 27) покотиться краще, а додекаедр (рис. 30) і ікосаедр (рис. 31) настільки «круглі», що покотяться майже, як куля.

Шість граней куба навели на думку використати 6 перших натуральних чисел, а попарно паралельне розміщення взаємно протилежних граней куба дало змогу просто, закономірно і в деякому розумінні симетрично розмістити ці числа (число крапок на кожній парі протилежних граней в сумі дорівнює 7).

Цей принцип семи і є ключем для розв'язування різних задач-фокусів з одним або кількома гральними кубиками. Тим, хто ще не підмітив цієї особливості в розміщенні крапок на поверхні кубика, буде нелегко розгадати секрети «вгадувань», які ви можете продемонструвати.
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27. Арифметичний фокус з гральними кубиками

Для фокуса потрібні 3 гральні кубики. Якщо у вас їх немає або на ваших кубиках не витримано «принципу семи», перерисуйте розгортку кубика, зображену на рис. 27, на цупкий папір або тонкий картон, акуратно виріжте і склейте.

«Факір» відвертається; хто-небудь з «публіки» кидає да стіл 3 кубики. «Факір» пропонує публіці підрахувати суму очок на верхніх гранях усіх трьох кубиків, потім підняти який-небудь один кубик і число очок на нижній грані цього кубика додати до попередньої суми. Далі «факір» пропонує знову покотити той кубик, який було піднято, і число очок його верхньої грані додати до раніше знайденої суми. Після цього «факір» повертається, нагадує «публіці», що він не знає, який кубик було кинуто вдруге, бере в руки всі 3 кубики, трясе їх (для таємничості) і, на здивування «публіки», «вгадує» остаточний результат виконаних арифметичних дій.

Метод «угадування». Перш ніж взяти кубики в руку, треба додати очки на їх верхніх гранях і додати 7. Знайдена сума і буде тією, яку треба «вгадати». Поясніть, чому.
28. Відгадування суми очок на закритих гранях

Нехай три гральні кубики складено, стовпчиком (рис. 32). Глянувши тільки на верхню грань стовпчика або тільки на дві його бічні грані, ви можете відразу визначити суму очок на гранях, якими кубики прилягають один до одного, і на найнижчій грані. Наприклад, коли кубики стоять так, як зображено на рис. 32, шукана сума обов'язково дорівнюватиме 17.

Поміркуйте, яким правилом треба керуватись, щоб відгадати суму схованих очок.
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29. В якому порядку стоять кубики?

Дайте друзям три кубики, клаптик паперу, олівець і запропонуйте їм, поставивши кубики в ряд, скласти трицифрове число, цифри якого вказували б кількості очок на верхній грані кожного кубика. Наприклад, при розміщенні кубиків, зображеному на рис. 33, це буде 254. До цього числа нехай вони припишуть 3 цифри, які вказують кількості очок на відповідних нижніх гранях кубиків. Вийде якесь шестицифрове число, у нашому прикладі 254 523. Знайдене шестицифрове число запропонуйте поділити на 111 і сказати результат.

Не виконуючи множення, ви можете дуже швидко визначити перші три цифри цього шестицифрового числа, а отже, сказати, в якому порядку було розкладено кубики.
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Рис. 33. Верхні грані утворюють число 254.
Метод «угадування». Відняти 7 від знайденої частки і різницю поділити на 9. Цифри останньої частки і покажуть початкове розміщення кубиків.

Так, продовжуючи розглядати зазначений вище приклад, дістанемо: 254 523 : 111 = 2293; 2293 - 7 = 2286; 2286 : 9 - 254. У чому полягає математична суть цього фокуса ?

РОЗДІЛ ТРЕТІЙ
ВЛАСТИВОСТІ ДЕВ'ЯТКИ

Деякі особливості арифметичних операцій над цілими числами зв'язані з числом 9. Кожну підмічену вами властивість дев'ятки можна використати для придумування різних математичних розваг. Відома, наприклад, ознака подільності на 9: число ділиться на 9, якщо сума його цифр ділиться на 9. Звідси випливає, що сума цифр добутку будь-якого числа на 9 дорівнює дев'ятьом або кратна дев'яти (тобто ділиться на 9). Наприклад, 354 * 9=3186, тоді 3 + 1+8+6=18 (ділиться на 9).

Тому, коли один малюк скаржився, що йому важко запам'ятати таблицю множення перших десяти чисел на дев'ять, то батько запропонував йому простий спосіб допомогти пам'яті пальцями своїх рук.

Ось цей спосіб на користь і допомогу іншим.

Рухом пальця. Покладіть обидві руки поряд на стіл з витягнутими пальцями. Кожний палець зліва направо позначатиме відповідне порядкове число: перший зліва — 1, другий — 2, третій — 3, четвертий — 4 і т. д. до десятого, який позначатиме число 10. Нехай треба помножити тепер будь-яке число з першого десятка на 9. Для цього, не приймаючи рук із стола, підніміть угору той палець, який позначає множене. Тоді число пальців, які лежать зліва від піднятого пальця, визначатиме число десятків добутку, а число пальців справа — число одиниць.

Приклад. Помножити 7 на 9. Покладіть руки на стіл і підніміть сьомий палець (рис 34); зліва від піднятого пальця є 6 пальців, а справа — 3, Отже, результат множення 7 на 9 дорівнює 63. Це на перший погляд дивне механічне множення ви відразу ж зрозумієте, пригадавши, що сума цифр у кожному добутку чисел таблиці множення на 9 дорівнює дев'яти, а число десятків у добутку завжди на 1 менше від того числа, яке ми помножаємо на 9. Підніманням відповідного пальця це ми й зазначаємо, а отже, і... перемножуємо.
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Рука людини є однією з перших лічильних машин.

Рис. 34. «Лічильна машина».

Ще деякі властивості. Ось ще кілька цікавих і корисних властивостей, зв'язаних з числом 9.

1. Завжди ділиться на 9:

а) різниця між будь-яким числом і сумою його цифр;

б) різниця двох чисел з однаковими цифрами, але різним порядком їх розміщення;

в) різниця двох чисел з однаковими сумами цифр у кожному з них.

2. Якщо з яких-небудь цифр складено числа, які відрізняються тільки порядком цифр, то при діленні на 9 кожного з них виходить одна й та сама остача. Вона дорівнює остачі від ділення на 9 суми цифр якого-небудь із згаданих чисел.

3. Якщо остачу від ділення суми цифр числа на 9 назвати «лишком», то:

а) лишок [image: image35.png]


 чисел дорівнює лишку [image: image36.png]


лишків доданків;

б) лишок добутку двох чисел дорівнює лишку добутку лишків даних чисел.

Ви легко перевірите ці властивості на числових прикладах, а якщо знаєте алгебру, то можете їх довести.

Як вправу знайдіть аналогічне співвідношення для лишку частки від ділення двох чисел.

Розглянувши розв'язання задач цього розділу, ви можете багато з них використати як математичні фокуси.

30. Яку цифру закреслено?
Задача 1. Нехай ваш друг напише, не показуючи вам, число з трьох або більше цифр, поділить його на 9 і назве вам остачу від такого ділення. Тепер запропонуйте йому закреслити у взятому ним числі одну цифру (будь-яку); число, що утворилося після цього, нехай він знову поділить на 9 і знов назве вам остачу від цього ділення. Ви можете зразу ж сказати, яку цифру було закреслено, керуючись такими правилами:

а) якщо друга остача менша від першої, то віднімаючи від першої остачі другу, ви дістанете якраз закреслену цифру;

б) якщо друга остача більша від першої, то закреслену цифру ви знайдете, віднімаючи другу остачу від першої, збільшеної на 9;

в) якщо остачі рівні, то закреслено або цифру 9, або 0. Чому так? 
Примітка. Коли ділення   виконується без остачі, остачу слід

вважати нулем.

Задача 2. Тепер запропонуйте вашому другові придумати два числа, що мають однакові цифри, але записані в різному порядку, і відняти від більшого менше. Звичайно, ні записаних чисел, ні знайденої різниці він вам не повинен говорити, але нехай він закреслить одну цифру різниці (тільки не 0) і скаже вам суму всіх цифр різниці, які лишились. Щоб визначити закреслену цифру, вам досить доповнити назване ним число до найближчого, кратного дев'яти. Наприклад:

72 105-25 071 =47 034.

Закреслюємо цифру 3. Сума решти цифр: 4+7 + 4 =15. Доповнення числа 15 до найближчого числа, яке ділиться на 9, тобто до 18, дорівнює З, що й дає закреслену цифру. Чому так?

Примітка. Задачу можна різноманітити, виходячи з вищевказаних властивостей дев'ятки. Можна, наприклад, запропонувати відняти від даного числа суму його цифр, закреслити одну цифру різниці (крім 0 і 9) і за названою сумою цифр різниці, які лишились, таким самим способом відгадати закреслену цифру.

Задача 3. Напишемо довільне число, наприклад 7146. Одну цифру закреслимо, наприклад 4. Від числа, яке утворилось (тобто числа, в якому цифр на одну менше), віднімемо суму цифр числа, написаного спочатку (18). У нашому прикладі дістанемо: 
716–18=698. Результат оголошено.

31. « Прихована властивість»

Число 1313 запам'ятати легко, тому з ним зручно буде оперувати тим, хто побажає показати своїм товаришам фокус з угадуванням закресленої цифри.

Для цього запропонуйте товаришам написати число 1313 і відняти від нього задане вами число. Для віднімання ви можете запропонувати будь-яке число: одному учасникові — одне, іншому — друге. Потім нехай кожний з учасників до знайденого ним після віднімання числа при​пише (майте на увазі: не додасть, а припише) справа або зліва число, яке він віднімав, але збільшене на 100 і в знайденому новому числі закреслить будь-яку цифру, крім нуля, а вам скаже, які цифри лишились. За цими цифрами ви легко визначите цифру, закреслену учасником.

Яка властивість числа 1313, зв'язана з властивістю дев'ятки, допомагає визначити закреслену цифру і як це зробити ?

32. Ще кілька забавних способів знаходження невідомого числа 
Задача 1. З дев'яти цифр 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8 і 9 я вибираю якісь вісім і розкидаю їх довільно на аркуші паперу. Щоб не показувати вам, які цифри я вибрала, на рис. 35 їх замінено кружечками. У будь-якому місці аркуша паперу я проведу пряму АВ і назву її «прямою підсумків». Написані цифри довільно сполучаю кількома лініями, прямими чи кри​вими — байдуже, але кожну цифру беру тільки по одному разу. На «прямій підсумків» я напишу суми цифр, що стоять уздовж кожної лінії. Вам я покажу тільки числа, записані на «прямій підсумків», або скажу суму їх цифр.

Числа, написані на «прямій підсумків» (рис. 35), дають таку суму цифр: 1+4+1 +4 + 1 +2=13. Знаючи тільки це останнє число, визначте, яка цифра не ввійшла до цифр, взятих спочатку.

Примітка. Замість того щоб розкидати на папері вибрані цифри, я можу їх довільно розмістити вздовж сторін заздалегідь накресленого трикутника (рис. 36, а) або чотирикутника (рис. 36, б), або іншого многокутника і на «прямій підсумків» записати суми цифр, що стоять уздовж кожної сторони накресленої фігури.
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Задача 2. Тепер я розкидаю на аркуші паперу числа 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99. Знов проведу «пряму підсумків» і всі цифри, крім однієї - вибраної, сполучу кількома лініями так, щоб кожна цифра належала тільки одній лінії.

[image: image38.png]



Щоб не показувати вам, яку цифру я вибираю, на рис. 37 кожне число замінено прямокутником з двома половинками, які відповідають цифрам цього числа. Випишу на «прямій підсумків» суми цифр чисел, що стоять уздовж кожної лінії, і попрошу вас знов-таки за цими сумами визначити цифру, яка лишилась поза лініями. Для тих, хто розв'язав попередню задачу, - це неважко.

[image: image39.png]d 413 25 10 1312 &

Puc. 37. Ay uudpy s subepy?




Задача 3. Напишіть всі порядкові числа від 1 до 8 і виберіть улюблене число. Інші сім чисел довільно розмістіть у дві або більше колонок. Додайте всі числа, розглядаючи їх як багатоцифрові, і скажіть мені суму або суму цифр суми. Я швидко визначу ваше улюблене число. Як я це роблю?

33. За однією цифрою результату визначити інші три

Якесь двоцифрове число з однаковими цифрами помножили на 99. Легко зрозуміти, що в добутку має бути чотирицифрове число, але збереглась тільки одна третя цифра результату. Як, знаючи цю цифру, відновити весь результат?

Припустимо, що збереглася цифра 5. Який буде весь результат?

34. Відгадування різниці

Напишіть, не говорячи мені, будь-яке трицифрове число з неоднаковими крайніми цифрами (наприклад, 621) і складіть нове число з тих самих цифр, але розміщених у зворотному порядку (для взятого прикладу - 126). Обчисліть різницю між цими числами, віднімаючи від більшого менше (621 - 126 =495), і назвіть мені останню цифру різниці (5), а я скажу знайдений результат. Як?

35. Визначення віку

Переставте цифри років А, дістанете вік В. Різниця між віком А і віком В дає подвоєний вік С, але В у 10 раз старший за С. Визначте вік кожного.

36. У чому секрет?

Один з гостей нашої дружньої компанії сказав нам, що він береться, довго не роздумуючи, написати будь-яку кількість чисел з непарним числом цифр, кожне з яких матиме таку дивну властивість:

якщо додати всі цифри написаного ним числа, а потім додати всі цифри знайденої суми і так повторювати доти, поки сума цифр не буде складатись з однієї цифри, то ця цифра обов'язково буде тією самою, що й середня цифра вихідного числа.

Тут же він нас просто закидав такими числами. Серед цих чисел були і трицифрові, наприклад 435, і п'ятицифрові, такі, як 46853, і навіть тринадцятицифрові, наприклад 1207941800554. Він писав числа, що містили такі цифри, яких ми вимагали... І щоразу написане ним число мало зазначену властивість.

Перевіримо це хоча б на таких числах, взятих для прикладу. Маємо:

4 + 3 +5 =12; 1+2 = 3;

4 + 6 + 8 + 5+3 = 26;2 + 6 = 8;

1+2 + 7 + 9+4+1+8+5 + 5+4 = 46;

4 + 6= 10;

1+0=1.

Дійсно, остаточна сума цифр щоразу точно вказує середню цифру числа.

Оригінальне «обдаровання» гостя справило на нас велике враження. Не міг же він, справді, вивчити стільки чисел!

Ми пробували самі писати будь-які аналогічні числа, але наші числа чомусь майже ніколи не мали зазначеної властивості.

У чому ж секрет чисел нашого гостя?

РОЗДІЛ ЧЕТВЕРТИЙ
З АЛГЕБРОЮ І БЕЗ НЕЇ

З розвитком математики як науки вдосконалювалось і вміння розв'язувати задачі. Чисто арифметичні способи розв'язування з розвитком буквеної символіки поступово віддавали пальму першенства алгебрі з її апаратом рівнянь. Позначення невідомих чисел буквами з наступним встановленням зв'язків між невідомими і відомими числами, тобто складання рівняння задачі, стало могутнім, широкодоступним і загальним методом розв'язування різнотипних задач.

Розв'язуючи задачу, ми завжди міркуємо, але намагаємося при цьому скласти найкоротший ланцюжок міркувань. В одних випадках зручніше й простіше вести міркування «від невідомого до відомого», завершуючи їх складанням одного або кількох рівнянь (алгебраїчний шлях). На цьому шляху для найдоцільнішого вибору невідомого, відносно якого складають рівняння, треба враховувати характерні особливості умови кожної даної задачі. Щоб успішно розв'язувати важкі задачі, треба знати алгебраїчні способи міркувань. В інших випадках, навпаки, доцільніше розв'язувати задачу окремими етапами, «від відомого до невідомого», конкретно витлумачуючи кожний етап розв'язування (арифметичний шлях).

Обидва зазначені шляхи міркувань ніби доповнюють один одного; на кожному з них можуть виникнути дотепні й витончені способи розв'язування,задач.
Ось вже не менш як півстоліття існує в побуті, а іноді пропонується і в школах така задача.
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Як гусак з чорногузом задачу розв'язували. Летіла зграя гусей, а назустріч їм летить один гусак і говорить: «Здрастуйте, сто гусей!» Передній старий гусак йому відповідає: «Ні, нас не сто гусей! Ось, коли б нас було стільки, скільки є, та ще стільки, та ще півстільки, та ще чверть стільки, та ти, гусак, тонуло б сто гусей, а тепер... От і підрахуй, скільки нас».

Полетів самітний гусак далі й задумався. Справді, скільки ж товаришів-гусей він зустрів? Думав він, думав і, з якого боку не брався, ніяк не міг цієї задачі розв'язати.

«... Тепер дивись, що я накреслю на піску».

Тут побачив гусак на березі ставка чорногуза,— ходить довгоногий і жаб шукає. Чорногуз — птах поважний і вважається серед інших птахів математиком: іноді годинами непорушно на одній нозі стоїть і все думає, очевидно, задачі розв'язує. Зрадів гусак, злетів у ставок, підплив до чор​ногуза і розповів йому, як він зграю товаришів зустрів і яку йому гусак-поводир загадку дав, а він ніяк цієї загадки розв'язати не може.

— Гм!... — відкашлявся чорногуз.— Спробуємо розв'язати. Тільки будь уважним і намагайся зрозуміти! Чуєш?

— Чую і постараюсь! — відповів гусак.

— Ну от. Як тобі сказали? Коли б до зустрічних гусей додати ще стільки, та ще півстільки, та чверть стільки, та тебе, гусака, то було б сто? Так?

— Так! — відповів гусак.

— Тепер дивись,— сказав чорногуз.— От що я тобі накреслю тут на цьому піску.

Чорногуз зігнув шию і дзьобом провів риску, поряд таку саму риску, потім половину такої самої риски, потім чверть риски і ще маленьку рисочку, майже крапку.

Вийшло таке:

[image: image40.png]



Гусак підплив до самого берега, вийшов, перевалюючись, на пісок, подивився на рисунок, але нічого не зрозумів.

— Розумієш?— запитав чорногуз. 
— Ні ще!—сумно відповів гусак.

— Ех, ти! Ну, ось, дивись: як тобі сказали,—зграя, та ще зграя, та половина зграї, та чверть зграї, та ти, гусак,— так я й нарисував: риску, та ще риску, та півриски, та чверть цієї риски, та ще маленьку рисочку, тобто тебе. Зрозумів ?

— Зрозумів!—радісно промовив гусак.

— Якщо до зграї, яку ти зустрів, додати ще зграю, та півзграї, та чверть зграї, та тебе, гусак, то скільки буде?

— Сто гусей.

— Отже, без тебе скільки буде?

— Дев'яносто дев'ять!

— Добре! Відкинемо на нашому рисунку рисочку, яка зображає тебе, гусака, і позначимо, що лишилось 99 гусей. Чорногуз своїм дзьобом зобразив на піску:
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— Зміркуй-но тепер,— продовжував чорногуз,— півзграї, скільки це буде чвертей?

Гусак задумався, подивився на риски на піску і сказав:

— Риска, яка зображає півзграї, вдвоє більша, ніж риска чверті зграї, тобто у половині міститься дві чверті.

— Молодець!—похвалив гусака чорногуз.— Ну, а в усій зграї скільки чвертей?

— Звичайно, чотири!—відповів гусак.

— Так! Якщо тепер перевести на чверті одну зграю, та ще зграю, та півзграї, та чверть зграї, то скільки всього буде чвертей?

Гусак подумав і відповів:

— Зграя — це те саме, що 4 чверті зграї, та ще зграя — ще 4 чверті зграї, всього 8 чвертей; та в половині зграї 2 чверті. Всього 10 чвертей; та ще чверть зграї; всього 11 чвертей зграї і це становить 99 гусей.

— Так! —знову підтвердив чорногуз.—Тепер скажи, що ж ти кінець кінцем узнав?

— Я узнав,— відповів гусак,— що в 11 чвертях зграї, яку я зустрів, всього 99 гусей.

— А в одній чверті зграї скільки гусей? Гусак поділив 99 на 11 і відповів:

— У чверті зграї — 9 гусей.

— Ну, а в усій зграї скільки?

— Ціле складається з 4 чвертей... Я зустрів 36 гусей!— радісно сказав гусак.

— Ото ж то й є,— поважно сказав чорногуз.— Хіба сам не міг дійти... Ех, ти... гусак!..

Цю задачу можна дуже коротко записати й розв'язати мовою алгебри. Позначимо чверть зграї буквою х. Тоді вся зграя становить 4х, а півзграї 2х. За умовою маємо: 4х + 4х + 2х +х - 99, або 11х = 99, звідки

х = 99 : 11 = 9, а 4х = 4*9 = 36. У зграї було 36 гусей.

37. Кмітливий малюк

Три брати одержали 24 яблука, причому кожному припало стільки яблук, скільки йому було років три роки тому. Наймолодший з них, хлопчик дуже тямущий, запропонував братам так обмінятись яблуками:

— Я,— сказав він,—лишу собі тільки половину наявних у мене яблук, а решту поділю між вами порівну; після цього нехай наш середній брат також лишить собі половину, а решту яблук дасть мені і старшому братові порівну, а потім і старший брат нехай лишить собі половину всіх наявних у нього яблук, а решту поділить між мною і середнім братом порівну. Брати, нічого не запідозрюючи в такій пропозиції, погодились задовольнити бажання молодшого. В результаті... в усіх стало яблук порівну.

Скільки ж років було малюкові і кожному з його братів?

38. Мисливці

Троє мисливців кілька днів підряд провели в тайзі на полюванні.

В останній день полювання вранці трапилась неприємність: переходячи вбрід невелику річку, два мисливці підмочили свої патронташі. Частина патронів зіпсувалась. Патрони, які збереглися, мисливці поділили між собою порівну.

Після того як кожний мисливець зробив чотири постріли, в усіх мисливців разом лишилось стільки патронів, скільки їх було після поділу в кожного.

Скільки всього придатних патронів було в момент поділу?

39. Зустрічні поїзди

Два товарні поїзди завдовжки по 250 м ідуть назустріч один одному з однаковою швидкістю 45 км/год, Скільки секунд мине від зустрічі машиністів до зустрічі кондукторів останніх вагонів?

40. Віра друку в рукопис
Мама доручила Вірі передрукувати на машинці рукопис.

— Друкуватиму в середньому по 20 сторінок щодня,— вирішила Віра. Але першу половину рукопису вона друкувала поволі, тільки по 10 сторінок за день, зате другу половину рукопису вона друкувала по 30 сторінок щодня.

— Ось і вийшло в середньому по 20 сторінок на день,— зробила висновок Віра.

— Ти неправильно міркуєш,—сказала мати.

— Як неправильно? 10 +30 =40; 40 : 2 = 20. По першій половині рукопису я не додруковувала по 10 сторінок щодня, а по другій я друкувала більше проти середньої норми на ті самі 10 сторінок.

— А все-таки,— наполягала мети,— в середньому ти друкувала менш як 20 сторінок щодня. Ану, ще подумай.

Чи переконливі доводи Віри? Що показує ваш підрахунок?

41. Історія з грибами

Пятеро друзів: Марійка, Микола, Іван, Андрійко і Петрик, які, відпочивали у таборі, пішли по гриби. Правда, збирала гриби лише Марійка, що ж до хлопчиків, то вони більшу частину часу пролежали на траві, розповідаючи один одному всякі небилиці.

Коли ж настав час повертатись до табору, виявилось, що у хлопчиків кошики порожні, тоді як Марійка в своєму кошику налічила 45 грибів.

— Незручно вам, хлопці, повертатись до табору з порожніми кошиками,—співчутливо сказала Марійка і розсипала по кошиках хлопчиків усі свої гриби (в своєму кошику не лишила жодного гриба). Однак, повертаючись до табору, Микола і Андрійко натрапили на грибне місце і доповнили свої кошики, причому Микола знайшов 2 гриби, а Андрійко подвоїв число своїх грибів. Іван і Петрик всю дорогу пустували і розгубили частину своїх грибів.
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Іван загубив дві штуки, а Петрик загубив половину грибів, які дала йому Марійка.

Найдивнішим було те, що коли в таборі почали лічити принесені гриби то в усіх хлопчиків грибів було порівну. А коли вони розповіли товаришам свою історію з грибами, то любителів математики зацікавило питання, чи зможуть вони на підставі цієї розповіді підрахувати, скільки грибів одержав кожний хлопчик від Марійки. Як ви думаєте?

42. Хто повернеться раніше?

Два спортсмени, тренуючись, одночасно почали човнові перегони: один по річці, за течією і проти течії, а другий на таку саму відстань по сусідньому озеру із стоячою водою. Припустимо, що зусилля обох веслярів весь час були однакові. Який з них повернеться раніше? Час, який вони затрачали на поворот, до уваги не брати.

43. Перевірте свою кмітливість

Два глісери рухаються вздовж великого озера, туди і назад, не затримуючись біля берегів. Швидкість кожного глісера стала. Вони одночасно залишили протилежні береги: глісер «М» - берег «А», а глісер «Н» - берег «В», і зустрілись першого разу за 500 м від берега «А»; повертаючись назад, вони зустрілись вдруге за 300 м від берега «В».

За цими даними визначте довжину озера і відношення швидкостей глісерів. Кмітливість допоможе вам розв'язати задачу «в думці» без складних обчислень.

44. У скільки разів більше?

Якщо від кожного з двох чисел відняти половину меншого з них, то остача від більшого буде втроє більша, ніж остача від меншого. У скільки разів більше число більше від меншого?

45. Теплохід і гідролітак

Теплохід вийшов у далекий морський рейс. Коли він був на відстані 180 миль від берега, за ним вилетів гідролітак з екстреною поштою. Швидкість гідролітака у 10 раз більша від швидкості теплохода. На якій відстані від берега гідролітак наздожене теплохід?

46. Поїздка Джека Лондона

В одному з оповідань Джека Лондона описано, як він на санях, запряжених п'ятьма собаками, поспішав із Скагвея до свого табору, де вмирав його товариш.

У цьому оповіданні є кілька дуже цікавих подробиць для складання цікавої задачі,

Протягом першої доби сани з собаками рухались з повною, заздалегідь наміченою Джеком Лондоном швидкістю. Через добу 2 собаки порвали упряжку і втекли із зграєю вовків, Лондону довелося подорожувати далі на трьох собаках, які тягли сани з швидкістю, що дорівнювала у початкової. Внаслідок цієї затримки Лондон прибув до місця призначення на дві доби пізніше від наміченого строку.

З цього приводу автор оповідання зазначає: «Коли б два собаки, які втекли, пробігли у запрягу, ще 50 миль, я спізнився б тільки на один день проти наміченого строку».

Виникає запитання: яка була відстань від Скагвея до табору? В оповіданні про це нічого не сказано, але наведених даних досить, щоб визначити цю відстань.

47. Юридичний казус

Стародавні римляни мало проявили себе в математиці. В галузі юридичних наук вони відомі більш. Староримські математичні твори, які дійшли до нас, мають переважно чисто практичний, утилітарний характер.

Одним з приводів до виникнення арифметичних задач були римські закони про спадщину. Ось одна з таких задач далекої давнини.

Бувши при смерті і залишаючи свою дружину, яка мала народити дитину, один римлянин заповідав: якщо народиться син, віддати йому [image: image43.png]
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 матері. Якщо ж народиться дочка, то вона повинна одержати  [image: image45.png]
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 майна.
Вдова заповідача народила близнюків — хлопчика і дівчинку. Такого заповідач не передбачив.

Як найкраще поділити майно між трьома спадкоємцями, враховуючи бажання заповідача?

Математичні розв'язання цієї задачі залежать від юридичного тлумачення волі заповідача. Одне з можливих юридичних обґрунтувань розв'язання цієї задачі дав римський юрист Сальвіан Юліан.

48. Парами і трійками

Я вирішила визначити відстань від своєї хати до хати мого приятеля. Я йшла рівномірним кроком і півшляху лічила кроки парами, а півшляху — трійками, причому пар було на 250 більше, ніж трійок. Скільки кроків до хати мого приятеля?

49. Дві свічки

Горять дві свічки неоднакової довжини і різної товщини. Довша згоряє вся за 3 [image: image47.png]1



 год., а коротка — за 5 год. Через 2 год. одночасного горіння довжина свічок стала однаковою. У скільки разів одна свічка була спочатку коротша від другої?

50. «Точний час»

У майстерню «Точний час» принесли 4 годинники: стінний, настільний, будильник і ручний.

Стінний годинник порівняно з сигналом точного часу відстає на 2 хв. за годину. Настільний годинник випереджає стінний на 2 хв. за годину. Будильник відстає від настільного годинника на 2 хв. за годину. Ручний годинник випереджає будильник на 2 хв. за годину. О 12-й годині всі годинники поставили за сигналом точного часу.

Яку годину покаже ручний годинник о 19-й годині в момент сигналу точного часу?

51. Годинник

Біда з цими годинниками. Опівдні 2 січня і я, і Василько поставили їх точно. Через кілька днів знов перевірили. Виявилось, що мій годинник трохи поспішає, а Васильків відстає. В переводі на 1 год. виходить, що мій годинник поспішає на 1 сек., а Васильків відстає на 1 [image: image48.png]1



 сек. за годину.

Ми зацікавились такими питаннями:

якщо не переводити стрілок наших годинників, то

1) коли наступного разу мій і Васильків годинники покажуть однаковий час?

2) коли наступного разу вони покажуть одночасно точний час?

52. О котрій годині?

Задача 1. Через деякий час після полудня майстер пішов обідати. Виходячи з майстерні, він помітив положення стрілок на годиннику. Коли майстер повернувся, то побачив, що хвилинна і годинна стрілки помінялися місцями.

О котрій годині повернувся майстер?

Якщо ви розв'язали цю задачу, то вам неважко самостійно розв'язати і такі дві задачі.

Задача 2. Я не була дома більше двох годин, але менше трьох. Коли я повернулася додому, то помітила, що за цей час хвилинна і годинна стрілки нашого стінного годинника помінялись місцями.

На скільки більше двох годин я не була вдома?

Задача 3. Учень почав розв'язувати задачу між 4 і 5 годинами вечора, коли стрілки годинника збігалися, а закінчив тоді, коли хвилинна стрілка була проти годинної (на одній прямій).

Скільки хвилин розв'язував учень задачу і коли він закінчив її розв'язувати?

53. Задача Люка

Цю задачу придумав французький математик минулого століття Е. Люка. Його співвітчизник, математик Лезан, розповідає таку історію, ручаючись за її достовірність.

На одному науковому конгресі в кінці сніданку, на якому було багато відомих математиків з різних країн, Люка раптом заявив, що він хоче запропонувати всім присутнім одне з найважчих запитань.

— Я вважаю,— сказав Люка,— що кожного дня опівдні з Гавра до Нью-Йорка виходить пароплав і в той самий момент пароплав тієї ж компанії виходить з Нью-Йорка до Гавра. Переїзд триває рівно 7 діб як в одному, так і в другому напрямі. Скільки суден своєї компанії, які йдуть у протилежному напрямі, зустріне пароплав, що виходить сьогодні опівдні з Гавра?

Як би ви відповіли на запитання Люка? Подумайте про графічний спосіб розв'язування цієї задачі.

54. Своєрідна прогулянка

Двом хлопчикам треба було зробити невелику подорож на велосипедах. У дорозі в одного з них поламався велосипед і довелося його здати в ремонт. Незважаючи на це, хлопчики вирішили не переривати своєї подорожі і продовжувати її трохи пішки, трохи на велосипеді в такому порядку.

Вирушають обоє одночасно: один на велосипеді, другий пішки. У певному місці велосипедист лишає велосипед і продовжує рух пішки. Його супутник, дійшовши до умовленого місця, сідає на велосипед і, наздогнавши свого товариша, знов віддає йому велосипед, а сам продовжує, рухатись пішки.

На якій відстані від кінцевого пункту їх подороясі слід лишити велосипед останній раз, щоб обидва хлопчики одночасно досягли кінцевого пункту, якщо від місця аварії до кінцевого пункту лишилося 60 км? Пішки вони йдуть по 5 км за годину, а на велосипеді — по 15 км за годину. Чи вигідний для хлопчиків такий спосіб пересування ?

РОЗДІЛ П'ЯТИЙ
МАТЕМАТИЧНІ ІГРИ І ФОКУСИ
 ІГРИ

Є ігри, успішне проведення яких залежить не від випадкового збігу сприятливих обставин, а від власної кмітливості і попереднього розрахунку. Той, хто вміє зробити розрахунок, що лежить в основі гри, стає володарем «секрету» гри, що забезпечує йому перемогу над партнерами, які ще не обґрунтували її математичної основи. Такі ігри мають властивості задач. З другого боку, елементи гри властиві майже кожній задачі типу «математичних розваг».

55. Одинадцять предметів

На столі — одинадцять однакових предметів, наприклад сірників. Перший учасник гри бере собі з цієї кількості на свій розсуд 1, 2 або З предмети, потім другий учасник гри бере собі з числа предметів, які лишилися, також на свій розсуд, 1, 2 або 3 предмети. Потім знов бере перший і т. д. Так по черзі обидва гравці беруть щоразу не більш, як по З предмети. Програє той, кому доведеться взяти останній предмет. Чи може гравець, який починає гру, поставити свого партнера перед необхідністю взяти останній предмет?

Як треба вести гру, щоб виграти тоді, коли початкове число предметів 30?

Узагальнення гри. Двоє по черзі беруть сірники із стола.

Як треба вести гру, щоб змусити партнера взяти останній сірник, якщо спочатку на столі лежало n сірників, а за один раз дозволяється взяти від 1 до р сірників (р значно менше від n)?

56. Взяти сірники останнім

Змінимо основну умову попередньої гри. Нехай тепер гравець, який взяв сірники останнім, не програє, а виграє гру.

Грають двоє і беруть по черзі, кожний на свій розсуд, будь-яку кількість сірників у межах від одного до шести.

Як треба вести гру, щоб узяти сірники останнім, якщо спочатку на столі лежало 30 сірників?

57. Перемагає чіт

З 27 сірників, що лежать на столі, два гравці по черзі беруть не менш як один і не більш як чотири сірники. Виграє той, хто після закінчення гриматиме пар не число сірників.

Як виграти гру?

58. Хто перший скаже «сто»?

Грають двоє. Перший учасник гри називає довільне ціле число, яке не перевищує десяти, тобто він може назвати 10 і будь-яке менше число. Другий гравець додає до цього числа своє ціле число, яке також не перевищує 10, і говорить суму До цієї суми перший додає ціле число, яке знов-таки не перевищує 10, і говорить нову суму. До нової суми другий додає число, яке не перевищує 10, і т. д. доти, доки остаточна сума не дорівнюватиме 100.

Перший може назвати, наприклад, 7, другий 12, перший 22 і т. д.

Виграє той, хто перший скаже 100.

Як перемогти?

Знайшовши ключ до перемоги, обдумайте план ведення гри в інших умовах, наприклад, коли найбільша величина доданка дорівнює не 10, а якому-небудь іншому числу, і найбільша сума дорівнює не 100, а іншому наперед заданому числу.

59. «Математико» (італійська гра)

Для гри наріжте з картону або цупкого паперу 52 невеликі картки і на кожній з них напишіть по одному числу: на чотирьох картках по 1, на наступних чотирьох по 2, потім на чотирьох по 3 і т. д. Останнім написаним числом, очевидно, буде 13.

Число учасників гри не обмежене. Кожний гравець бере собі клаптик паперу з 25 клітками у формі квадрата (5 х 5) і олівець. Один з гравців (ведучий) бере колоду заготовлених карток з числами, розтасовує її, потім відкриває першу картку і зачитує написане на ній число. Кожний з гравців записує це число в одній з кліток на своєму аркуші паперу. (Після того як число записане, переміщати його в іншу клітку не можна). Потім ведучий зачитує число, записане на наступній картці, гравці знову записують його в будь-якій з вільних кліток свого аркуша і т. д.
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Гру припиняють, коли буде заповнено всі 25 кліток. Тоді «продукцію» кожного з учасників оцінюють деяким числом очок, яке залежить від способу розміщення чисел у клітках квадрата. Переможцем буде той, у кого буде більше очок.

Очки підраховують за такою таблицею:
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На рис. 38 подано приклад того, як треба заповнювати клітки, і зроблено підрахунок числа очок.

ФОКУСИ

Основною темою арифметичних фокусів є вгадування задуманих чисел або результатів дій над ними. «Секрет» цих фокусів в тому, що «відгадник» знає й уміє використати особливі властивості чисел, а той, хто задумує, цих властивостей не знає.

Математичний інтерес кожного фокуса і полягає у «викритті» його теоретичних основ, які здебільшого бувають дуже прості, але хитро замасковані.

Здійсненність кожного фокуса можна перевірити на будь-якому прикладі, але для обґрунтування більшості арифметичних фокусів найзручніше вдатись до алгебри. На перших порах ви можете проминути «доведення» фокусів, а обмежитись лише засвоєнням їх змісту, щоб пока​зати їх своїм товаришам. Проте й доведення не перевантажать тих, хто любить міркувати й обізнаний з початками алгебри.

Тут подається тільки основний каркас фокусів, оскільки їх практичне оформлення може бути різним залежно від умов і місця, а також від вашого смаку, дотепності й винахідливості.

60. Вгадування задуманого числа

Фокус 1. Задумайте число. Відніміть 1. Остачу подвойте і додайте задумане число. Скажіть результат. Я вгадаю задумане число.

Спосіб угадування. Додайте до результату 2, а суму поділіть на 3. Частка — задумане число.

Приклад. Задумано 18; 18 - 1 = 17; 17 • 2 = 34; 34 + 18 - 52. Угадуємо: 52 + 2 = 54; 54 : 3 « 18.

Доведення. Задумане число позначимо буквою х. Виконуємо потрібні дії:

х- 1, 2(х- 1), 2(х-1)+х.

Результат:

2х - 2 + х = 3х — 2.

Додаючи 2, дістаємо 3х, а поділивши на 3, дістаємо задумане число х.

Фокус 2. Запропонуйте своєму товаришеві задумати яке-небудь число. Потім нехай він кілька разів по черзі помножить і поділить задумане число на різні, довільно взяті вами числа Результату дій нехай він вам не говорить.

Після кількох множень і ділень запропонуйте йому поділити знайдений результат на те число, яке він задумав, потім додати до останньої частки задумане число. Нехай тепер він скаже вам результат. Знаючи результат, ви відразу ж вгадаєте число, яке задумав ваш товариш.

Секрет дуже простий. Той, хто вгадує, також повинен задумати довільне число (наприклад, 1) й виконувати над цим числом всі пропоновані ним множення і ділення аж до ділення на спочатку задумане число. Тоді в частці у нього вийде те саме число, що й у другого товариша, хоч би вони й задумали різні числа. Після цього той, хто вгадує, повинен відняти від сказаного йому результату свій результат. Різниця і буде шуканим числом.

Приклад. Задумано число 7. Помножено на 12. Результат (84) поділено на 2. Знайдене число (42) помножено на 5. Результат (210) поділено на 3, Вийшло 70, а після ділення на задумане число й додавання задуманого числа - 17.

Одночасно ви задумали число 1. Множите на 12, виходить 12. Ділите на 2, виходить 6. Множите на 5, виходить 30. Ділите на 3, виходить 10. Віднімаючи 10 від 17, дістанете шукане число 7.

Зауваження 1. Щоб підсилити ефект, ви можете дати можливість тому, хто задумав число, називати числа, на які йому хотілося б множити і ділити знайдені результати, аби тільки він щоразу говорив вам ці числа.

Зауваження 2. Не обов'язково чергувати множення і ділення. Можна спочатку призначати кілька множень, а потім кілька ділень, або навпаки.

Доведіть цей фокус, тобто покажіть «на буквах», що фокус вдається для будь-якого задуманого числа.

Фокус 3. Спочатку запропонуйте задумати число й додати до нього його половину або його більшу частину, потім знову додати половину знайденої суми або її більшу частину. Запропонуйте назвати по розрядах усі цифри знайденого результату, крім однієї, аби тільки ця невідома цифра не була нулем. Треба також, щоб той, хто задумав число, сказав розряд тієї цифри, яку він не назвав, і в яких випадках (у першому, у другому або в першому і другому, або жодного разу) довелось йому додати більшу частину числа. Після цього, щоб узнати задумане число, треба додати всі названі цифри і додати ще:

0, якщо жодного разу не довелось додавати більшу частину числа;

6, якщо тільки в першому випадку довелось додавати більшу частину числа;

4, якщо тільки в другому випадку довелось додавати більшу частину числа;

1, якщо в обох випадках довелось додавати більшу частину числа. Далі,  в усіх випадках знайдену суму треба доповнити до

найближчого числа, кратного 9. Це доповнення і буде цифрою, якої не було названо. Тепер, знаючи всі цифри результату, а отже, і весь результат, неважко знайти і задумане число. Для цього треба знайдений результат поділити на 9, помножити частку на 4 і залежно від величини остачі додати до добутку 1,2 або 3.

Приклад 1. Задумано 28. Після виконання потрібних дій вийшло 63. Приховали цифру 3. Тоді той, хто вгадує, доповнює сказану йому цифру десятків 6 до 9 і дістає цифру одиниць 3. Результат 63 знайдено. Шукане число (63 : 9) • 4 = 28.

Приклад 2. Задумано 125. Після виконання всіх потрібних дій вийшло 282. Припустимо, що приховано цифру сотень 2. Повідомлено; цифри десятків і одиниць відповідно 8 і 2, а більшу частину числа додавали тільки в першому випадку.

Вгадуємо: 8 + 2+6=16. Найближче число, кратне дев'яти, 18. Отже, прихована цифра сотень 18-16 = 2,

Визначаємо задумане число: 282:9 = 31 (остача 3); 31 • 4 + 1 = 125.

Фокус 4. Задумайте яке-небудь число (менше 100, щоб не ускладнювати обчислень) і піднесіть його до квадрата. До задуманого числа додайте будь-яке число (тільки скажіть, яке) і знайдену суму також піднесіть до квадрата. Знайдіть різницю знайдених квадратів і скажіть результат. Щоб вгадати задумане число, досить полов и ну цього результату поділити на число, додане до задуманого, а від частки відняти половину дільника.

Приклад. Задумано 53; 532 = 2809. До задуманого числа додано 6:

53 + 6 = 59, 592 = 3481, 3481 -2809 = 672. Цей результат сказано. Вгадуємо: 672: 12 = 56, 6:2 = 3, 56-3 = 53. Задумане число 53. Знайдіть доведення.

61. Хто скільки взяв, я взнав

Нехай перший учасник фокуса візьме будь-яку кількість предметів (сірників, монет і т. д.), кратну 4. Другий нехай візьме стільки разів по 7 предметів, скільки перший взяв по 4. А третього учасника попросіть взяти стільки ж разів по 13 предметів.

Тепер нехай третій учасник з числа взятих ним предметів віддасть першому і другому стільки, скільки в кожного з них вже є. Потім нехай другий учасник віддасть третьому і першому стільки предметів, скільки в кожного тепер є. Нарешті, і перший нехай зробить те саме.

Запитайте у будь-якого з цих учасників фокуса, скільки предметів у нього тепер. Число, яке він вам назве, поділіть на 2. Частка покаже, скільки предметів спочатку взяв перший учасник. Число предметів, взятих першим, поділіть на 4 і помножте на 7. Це буде число предметів, взятих другим учасником. А третій взяв стільки разів по 13 предметів, скільки другий взяв по 7.

Обґрунтувати фокус дуже легко.

62. Одна, дві, три спроби ... і я вгадав

Задумайте які-небудь два додатні цілі числа. Додайте їх суму з їх добутком і скажіть мені результат. Як спортсмен бере висоту після однієї, двох спроб, так і я берусь вгадати задумані вами числа швидко, але, можливо, також не з першого разу.

Метод простий, хоч і не очевидний. Я додам 1 до вашого результату, знайдене число розкладу на два множники і від кожного множника відніму по 1.

Приклад 1. Мені сказали результат: 34. Обчислюю: 34 + 1 = 35; далі: 35 = 5-7, а також: 35 =35-1, Отже, задумані числа 4 і 6 або 34 і 0.

Можу запропонувати вам відняти суму задуманих чисел від їх добутку. Тепер, щоб знайти задумані числа, я знову додам 1 до вашого результату, розкладу знайдене число на два множники і до кожного додам 1.

Приклад 2. Сказали результат: 64. Обчислюю: 64 + 1 = 65; 
65 = 13 • 5 або 65 = 65 • 1. Отже, Задумані числа 14 і 6 або 66 і 2. Доведіть справедливість цього способу вгадування.

63. Вгадування трьох задуманих доданків і суми

Запропонуйте вашим гостям написати які-небудь три послідовні числа, кожне з яких не перевищує 60 (наприклад, вони напишуть: 31, 32, 33). Ще одне число,кратне 3 і менше 100, попросіть їх сказати вголос (наприклад, вони скажуть: 27). Це число вам треба запам'ятати. Попросіть їх додати всі 4 числа (31 + 32 + 33 + 27 = 123) і суму помножити на 67 (123-67 = 8241).

Нехай тепер ваші гості скажуть уголос останні дві цифри результату. Ви відразу ж зможете назвати весь результат і задумані три числа

Спосіб угадування. Поділити 27 на 3. Вийде 9. До 9 додати 1, буде 10 — ключове число. Віднімаючи його від числа, утвореного двома відомими вам цифрами результату (41-10=31), ви й знайдете найменше з трьох задуманих чисел. Подвоюючи 41, дістанете 82 — перші цифри результату. Обґрунтування цього способу вгадування задуманих чисел — цікава задача. Розв'яжіть її.

64. Скільки вам років?

— Не хочете сказати? Ну, добре, скажіть мені тільки, скільки дістанемо, якщо від числа, у 10 раз більшого, ніж число ваших років, відняти добуток якого-небудь одноцифрового числа на 9. Дякую вам, тепер я знаю, скільки вам років.

Спосіб відгадування. Відокремити від результату число одиниць і додати його до числа, яке лишилось.

Приклад. Від числа 170, яке у 10 раз більше від числа років, відняли, наприклад, 27. Після цього сказали результат: 143.
Визначаємо вік: 14 + 3 = 17 років. Легко й ефектно! Але..., щоб не було конфузу, продумайте основу фокуса.

65. Геометричний фокус (загадкове зникнення)

Накресліть на прямокутному листі картону 13 однакових паличок на однаковій відстані одну від одної, як показано на рис. 39. Тепер розріжте прямокутник по похилій
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прямій MN, яка сполучає верхній кінець найлівішої палички і нижній кінець найправішої. Зсуньте обидві половинки прямокутника вздовж лінії розрізу, як показано на рисунку.

Маємо цікаве явище: замість 13 паличок їх стало 12! Куди зникла одна паличка?

Розв'язання і відповіді
До розділу І

1. 1. Лінії розрізу показано на рис. 40. Якщо всі побудови і розрізи виконано акуратно, то рівність утворених частин можна перевірити накладанням.
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2. Трапецію АВСD (рис. 41) треба розрізати по ламаній, що сполучає середини відрізків АЕ, ВЕ, СЕ і DЕ і по лініях BG і СG. Утвориться 4 рівні трапеції.

Рівність фігур можна перевірити накладанням; обізнані з геометрією можуть легко довести це математично.
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4. Щоб дістати потрібні лінії розрізу правильного шестикутника АВСDЕF (рис 43), треба, наприклад, сполучити середини його сторін з серединами радіусів ОА, ОВ, ОС, ОD, ОЕ і ОF. Кожна частина шестикутника буде ромбом (можете перевірити це або довести), а ромб хоч і має рівні сторони, але не є правильним чотирикутником, бо не всі його кути рівні між собою.

На тому самому рисунку подано другий розв'язок: шестикутник розрізано спочатку на 3 рівні ромби, а потім кожний ромб — ще на 4 рівні ромби.

5. Розв'язок показано на рис. 44.
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2. Розв'язок показано на рис 45.
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3. Лінії розрізу відновлюватимемо послідовно (рис. 46):

а) намічаємо розрізи між однаковими сусідніми цифрами (рис. 46, а);

б) відповідно до заданої симетрії (збіг обрисів фігур при повертанні на 90°) кожний такий розріз відтворюємо ще в трьох місцях квадрата (рис. 46, б);

в) роз'єднуємо 4 центральні клітки, бо ніякі дві з них не можуть належати одній фігурі, і закінчуємо відновлення контура кожної фігури, враховуючи, що всі куткові клітки також повинні належати різним фігурам і що в кожній фігурі повинні стояти по одному разу всі цифри комплекту 1, 2, 3, 4 (рис. 46, в).
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4. Перегородки показано пунктиром на рис 47.

5. За допомогою проб легко переконатись у тому, що прямокутник можна скласти з шести пластинок № 1 (рис. 48).

Фігуру III, рис. 11, розрізують на три пластинки № 3 рисунка 10, фігуру IV = на 4 пластинки № 5, фігуру V — на 6 пластинок № 6, фігуру VI — на 4 пластинки № 2. Усі потрібні розрізи показано схематично на рис. 49.
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6. Лінію розрізу показано на рис. 50.
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7. Дану фігуру треба розрізати по лінії abcde (рис 51, а), де b, с і d — центри квадратів, що утворюють дану фігуру.

Приклавши частини фігури, утворені внаслідок розрізування, одну до одної, як показано на рис 51, б, дістанемо шукану рамку. При тій самі умові задачі знайдіть іншу лінію розрізу.

[image: image60.png][

7
Pac. 51.




8. Тут не можна обмежитись схематичним зображенням підкови у вигляді дуги (рис 52). Якщо не надасте фігурі підкови потрібної об'ємності, то, скільки не старайтесь, вам не вдасться розрізати її вздовж двох прямих ліній більш як на 5 частин.

На тому самому рисунку подано зображення підкови, яке більше відповідає дійсності, і показано можливий поділ її на 6 частин.
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9. Читач повинен звернути увагу на те, що в умові цієї задачі, на відміну від умови попередньої задачі, не забороняється пересувати частини після кожного розрізу.

У цьому й полягає секрет розв'язання.

Першим розрізом треба відокремити частину підкови з отворами А і Г(див. рис. 14).

Підкова при цьому розпадеться на 3 частини.

Прикладемо тепер частини, що утворилися після першого розрізу, одну до одної так, щоб отвори Б, А і Д були приблизно на одній прямій лінії, а В, Г і Е — на другій, і тоді другим розрізом легко поділити підкову на потрібні 6 частин.

10. Розв'язання показано на рис, 53.

11. Розв'язання подано на рис. 54. Лінії розрізів показано пунктиром. Рівні частини позначено однаковими цифрами.
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Щоб нанести лінію розрізу МN, відкладіть на стороні АВ відрізок АМ = КL і проведіть пряму через точки М і К Щоб нанести лінію розрізу NР, проведіть пряму через точки N і F. Як треба провести інші лінії розрізу, зрозуміло
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з рисунка. Якщо фігуру накреслено правильно, то кут MNP буде прямий, а відрізки MB, BN, NC і CP - рівні. 
12. Розв'язання показано на рис. 55.
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13. Розв'язання задачі показано на рис. 56 Якщо верхню зубчасту частину вийняти з нижньої і потім знов вставити її між зуби нижньої зубчастої частини, перемістивши на 1 зуб вправо, то килим матиме форму квадрата.
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14. Щоб довести неможливість викроїти із шахової дошки 15 фігур виду а) і однієї — виду б) (рис. 57), розглянемо таку саму дошку 8x8, але з іншою послідовністю чорних і білих кліток (рис. 57, в). З якої б частини цієї дошки ми не вирізали фігуру а), вона матиме непарне число білих і непарне число чорних кліток; 15 фігур а) також матимуть по непарному числу білих і чорних кліток. Фігура б), навпаки, має по парному числу білих і чорних кліток. Отже, всі 16 зазначених фігур матимуть по непарному числу білих і чорних квадратів, тоді як наша дошка має по парному числу білих і чорних кліток. Звідси й випливає неможливість розв'язання задачі.

Один з можливих розв'язків додаткової задачі подано на рис 57, г. Суцільні лінії — лінії розрізу.
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15. Схему розв'язання показано на рис. 58. Вузька світла смужка — лінія розрізу; клітки, промережені дівчинкою, заштриховано.

[image: image67.png]



16. Спочатку столяр помітив, що викройка дошки є симетричною фігурою з двома осями симетрії. Потім він виявив, що коли половину поздовжньої осі отвору (ОА на рис. 59) відкласти на поперечній осі (OO1= OА і OO2 = ОА) і сполучити прямими точки O1 і А, а також O2 і А, то кожна з фігур BO1B1 і CO2C1 точно становитиме чверть круга з радіусом O1B, а кожна з фігур ABC і А1В1С1 - чверть круга з радіусом A1B1 який дорівнює половині радіуса O1 B1
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Столяр розпиляв кожну дошку по лініях ВА, СА, В1А1 і С1А1 і з утворених 8 частин акуратно склеїв круглу кришку для стола, як показано на рис. 59.

17. На рис. 60 жирними рисками показано лінії розрізу, що задовольняють умову задачі. Кожна частика за своєю формою нагадує букву С. Одну з частин для наочності заштриховано.
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18. Щоб дістати найбільше число частин, треба так проводити прямі лінії, щоб кожна з них перетиналась з усіма іншими, причому в одній точці не повинно перетинатись більш як дві лінії.

Один з можливих розв'язків показано на рис. 61; розміщення ліній красиве, симетричне. Вийшло 22 частини.
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19. Дано правильний шестикутник АВСDЕF (рис. 62). Щоб перетворити його у правильний трикутник, виконаємо ряд побудов у такій послідовності: проводимо АС, потім ВК[image: image71.png]
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АF, LМ[image: image73.png]


LЕ; проводимо ЕМ; будуємо рівносторонній трикутник ЕMN з стороною ЕМ і, нарешті, проводимо КР як продовження КP до перетину з СD в точці Р.
Для контролю слід врахувати, що коли всі побудови виконані правильно, то СР = СК

Лінії розрізу на рис. 62, а зображено суцільними, допоміжні лінії — пунктирними. Виходить всього 6 частин.

На рис. 62, б показано, як з цих частин скласти рівносторонній трикутник.

Побудуйте шестикутник на цупкому папері або картоні і розріжте його на вказані частини. Тоді своїм друзям ви можете дати таку головоломку: з даних частин скласти або правильний шестикутник, або правильний трикутник.
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За розв'язками-рисунками бажаючі можуть проникнути в суть задачі і легко довести правильність побудов.

До розділу II
20. Через те що у 28 кісточках доміно кожна цифра від 0 до 6 повторюється 8 раз (ціле число пар), а кісточки прикладаються парами квадратів, що містять по однаковому числу очок, то ланцюжок кісточок доміно, що почався квадратом з 5 очками, повинен закінчитись парним йому квадратом, тобто також тільки 5 очками.

21. Перший фокус. З розв'язання попередньої задачі випливає, що всі 28 кісточок доміно при додержанні правил гри розміщаються по колу, і якщо з цього кола взяти, наприклад, кісточку 3-5, то зрозуміло, що ланцюжок інших 27 кісточок почнеться з одного кінця п'ятьма, а з другого — трьома очками.

Другий фокус. Числа очок тринадцяти кісточок доміно, які ви розмістили зліва направо,— утворюють послідовність 12, 11, 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0. Далі, справа, в довільному порядку розміщено 12 кісточок, частина яких (за умовою не більше 12) перемістилась справа наліво, за кісточку 6-6. До переміщення кісточок середнє положення займає «пуста» кісточка («бланш»), тобто 0-0.

Уявімо тепер, що, коли ви були відсутні, перемістили з правого кінця на лівий одну кісточку доміно. Яка кісточка буде тепер в середині? Очевидно, 0-1. Одиниця і дає вам змогу визначити, що переміщено одну кісточку, а якщо ваші товариші перемістили 2 кісточки, то в середині ряду буде кісточка з двома очками і т. д. Словом, середня кісточка обов'язково розкаже вам про число переміщених кісточок.

22. 1. Верхня сторона (зліва направо): 4-3, 3-3, 3-1, 1-1, 1-4, 4-6, 6-0. Бічна права сторона (зверху вниз): 0-2, 2-4, 4-4, 4-5, 5-5, 5-1, 1-2. Нижня сторона (справа наліво): 2-3, 3-5, 5-0, 0-3, 3-6, 6-2, 2-2.
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Бічна ліва сторона (знизу вгору): 2-5, 5-6, 6-6, 6-1, 1-0, 0-0, 0-4. З'єднання у двох верхніх кутах показано на рис 63.

2. Можливі різні розв'язки. Якщо у вершинах кутів ви покладете по «пустому» квадрату (0 очок), то можете побудувати таку «рамку в рамці», кожна з восьми сторін якої матиме по 21 очку.
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Якщо сума очок у 8 вершинах «рамки в рамці» дорівнюватиме 8, як на рис 64, то сума очок уздовж кожної сторони цієї фігури становитиме 22 очка. Кожна сторона фігури матиме по 23 очка, якщо сума очок в усіх вершинах фігури дорівнюватиме 16; по 24 очка відповідно при сумі у 24 очка; по 25 очок при сумі у 32 очка; по 26 очок при сумі у 40 очок.

Побудувати «рамку в рамці» так, щоб сума очок у кожній з сторін дорівнювала 27, неможливо, оскільки в цьому випадку у 8 вершинах повинно було б бути 48 очок, а більш-як 47 їх бути не може. Справді, якщо ми у 7 вершинах кутів розмістимо навіть всі 7 шісток, то у восьму вершину доведеться покласти п'ятірку, і тоді буде 6∙7 + 5=47 очок.

23. Розв'язок подано на рис 65.

24.1) Розв'язок подано на рис. 66.

2) Розв'язок подано на рис 67. Константа квадрата 24.
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3) Один з можливих розв'язків подано на рис. 68.

4) Розв'язок подано схемою:
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Переносячи в цьому квадраті стовпчики або рядки, ми знов діставатимемо чарівні квадрати, подібно до того як діставали їх з квадрата з 16 кісточками.

25. Розв'язок подано на рис. 69.
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26. Нехай задумано кісточку х-у і вибрано ту половинку, яка має х очок. Виконаємо дії, вказані в умові: 1) 2х; 2) 2х + m; 3) (2х +m)5 = 10х+  5m; 4) 10х + 5m + у. Віднімаємо 5m, лишається 10х+у — двоцифрове число; цифри десятків і одиниць цього двоцифрового числа збігаються з цифрами х і у, що вказують число очок в задуманій кісточці.

27. З умови випливає, що сума очок, яку «вгадують», складається з числа очок на верхніх гранях усіх кубиків в їх останньому положенні плюс сума очок на якій-небудь парі протилежних граней одного кубика, а остання сума, як відомо, дорівнює 7.

28. а) Визначення схованої суми за числом очок, які видно на верхній гран і стовпчика. Сума очок, схованих на гранях, по яких кубики прилягають один до одного, і ще одній — най​нижчій — дорівнює 21 мінус число крапок, які видно на верхній грані стовпчика (див. рис. 32).

Справді, коли б ми додавали очки, які відповідають усім горизонтальним граням трьох кубиків, тобто очки, які відповідають трьом парам взаємно протилежних граней кубиків, то така сума становила б рівно 21 (3-7 =21). Але до суми, яку треба знайти за умовою задачі, не входить число очок верхньої грані верхнього кубика. Віднімаючи це число від 21, дістанемо шукану суму.

б) Визначення схованої суми за двома бічними гранями стовпчика. Навіть при додержанні «принципу семи» можливі 2 порядки розміщення крапок на гранях грального кубика. Один порядок розміщення — дзеркальне відбиття другого. Покладіть кубик на стіл одиницею вгору. Тоді 2 крапки розмістяться на одній з бічних граней, а 3 крапки — на одній з сусідніх граней зліва або справа від неї. Іншими словами, коли дивитись зверху, то три очка йдуть слідом за двома або за рухом стрілки годинника (рис. 70, а) або проти руху стрілки годинника (рис. 70, б).
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Після встановлення порядку розміщення однієї, двох і трьох крапок розміщення чотирьох, п'яти і шести крапок на інших гранях кубика визначається однозначно за «принципом семи».

Знаючи заздалегідь відносне розміщення крапок на гранях кубика і пам'ятаючи «принцип семи», досить глянути на будь-які дві сусідні бічні грані кубика, щоб визначити число очок на верхній, а потім і на нижній його гранях.

Наприклад, на нижньому кубику рис. 32 ми бачимо на одній бічній грані 3 крапки, а на сусідній справа — 5. Значить, на сусідній зліва повинно бути 2 крапки, а отже, зверху 1, знизу 6 (якщо кубик типу б). На середньому кубику найближча грань має 6 очок, отже, протилежна має одне очко; грань справа має 3 очка, отже, зверху 2, а знизу 5.

Звичайно, щоб безпомилково відгадувати число крапок на закритих гранях кубика зазначеним методом, треба бути дуже спостережливим і мати попередню практику.

29. Через те що сума очок на верхній і нижній гранях кожного грального кубика завжди дорівнює 7, то приписані три цифри послідовно доповнюватимуть до 7 цифри записаного спочатку трицифрового числа.

Якщо трицифрове число, записане спочатку, позначити буквою А, то приписане трицифрове число буде 777 — А, а все шестицифрове: 1000А + (777 — А), або 999А + 777 = 111(9А +7). Отже, воно ділиться на 111; виходить 9А+ 7. Це число і оголошують. Віднявши від нього 7 і поділивши на 9, дістаємо початкове число А.

До розділу III

30. 1) Остача від ділення числа на 9 така сама, як і від ділення суми його цифр на 9. Оскільки суму цифр зменшено на величину закресленої цифри, то й остача зменшиться на ту саму величину. Очевидно також, що величина остачі не зміниться, якщо закреслити цифру 9 або 0.

2) За властивістю різниця задуманих чисел завжди ділиться на дев'ять, отже, сума цифр різниці кратна дев'яти, і якщо назване нам число не ділиться на дев'ять, то тільки за рахунок закресленої цифри, яка, очевидно, і визначається доповненням названого числа до найближчого, кратного 9. Якщо саме назване число кратне дев'яти, то це означає, що закреслено цифру 9.

Варіант задачі, вказаний у примітці, ґрунтується на властивості 1(а).

3) Треба підрахувати суму цифр знайденої різниці (6+9+8=23 ).

Доповнення цієї суми до найближчого числа, кратного дев'яти, визначить закреслену цифру.

У нашому прикладі: 27 - 23 =4; закреслено цифру 4. Правило випливає з властивостей дев'ятки.

31. Ви запропонували, наприклад, від 1313 відняти 48. Вийшло 1265. Приписали 148 і закреслили, наприклад, цифру 6. Залишилось 125 148. Тепер треба додати ці цифри: 1+2 + 5 + 1+ 4 + 8=21. До найближчого числа, кратного дев'яти, не вистачає 6 (27 - 21 = 6), значить, закреслено цифру 6.

Чому саме так — неважко зрозуміти. Ми знаємо, що при відніманні чисел лишки віднімаються, а при додаванні— додаються (див. властивість 3 (а)).

Тут ми приписуємо те саме число, яке віднімаємо, збільшене на 100, отже, лишок результату на 1 більший від лишку вихідного числа — 1313, а оскільки сума цифр цього числа дорівнює 1+3 + 1+ 3 = 8 і лишок також дорівнює 8, то число, яке виходить в остаточному результаті (до закреслювання цифри), завжди буде кратне дев'яти, і, доповнивши суму його цифр до найближчого числа, кратного дев'яти, можна визначити закреслену в ньому цифру.

Зрозуміло, що як вихідне число можна взяти будь-яке інше число, сума цифр якого дорівнює 8 або має лишок, що дорівнює 8.

Щоб вправи були різноманітнішими, до різниці, про яку йдеться в задачі, можна пропонувати приписувати безпосередньо те число, яке віднімалось (без попереднього збільшення на 100), але тоді, щоб знайти закреслену цифру, до суми інших цифр треба додати 1, якщо лишок вихідного числа був 8, а потім уже доповнювати до числа, кратного дев'яти. (Взагалі додавати до суми цифр треба різницю між числом 9 і лишком вихідного числа).

32. 1) Треба підрахувати суму цифр, що утворились на «прямій підсумків», і відняти її від найближчого до цієї суми числа, кратного 9. Різниця і покаже шукану цифру.

Справа в тому, що поки комплект цифр 1, ... , 9 повний, їх сума кратна дев'яти. Дійсно, сума (1 +8) + (2 +7) +(3 +6) +(4 +5), очевидно, ділиться на дев'ять. Числа на «прямій підсумків» утворені від додавання цифр цього комплекту. Коли б у додаванні брали участь усі дані цифри, то сума чисел на «прямій підсумків» або сума цифр цих чисел також була б кратна дев'яти, а через те що одна цифра комплекту не бере участі у додаванні, то сума цифр на «прямій підсумків» відрізнятиметься від числа, кратного 9, на число, що визначає цифру, яка нас цікавить.

Зокрема, сума цифр на «прямій підсумків» (рис. 35) дорівнює 1+4+1 +4 + 1 + 2 = 13. До 18 не вистачає п'яти, значить, шукана цифра 5.

2) Шукана цифра 3. Сума цифр на «прямій підсумків» (рис. 37) дорівнює 1+4+1+3 + 2 + 5 + 1 +1 +3 + 1 +2 = 24. До 27 не вистачає трьох, значить, поза лінією повинна залишитись цифра 3.

Спосіб розв'язування обґрунтовують міркуваннями, аналогічними до застосованих для розв'язання попередньої задачі.

3) 3 причини, зрозумілої з попереднього, шукане число дорівнює доповненню повідомленої суми цифр числа до найближчого числа, кратного 9.

33. Розглянемо таблицю всіх можливих результатів: Неважко підмітити такі властивості цих добутків:

1) Перша цифра результату завжди доповнює третю цифру до дев'яти, а друга — останню, четверту, цифру доповнює до дев'яти.

2) Друга цифра завжди на 1 менша, ніж перша.

3) Цифри множеного збігаються з першою цифрою добутку.
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Знаючи ці властивості, результат будь-якого з розглянутих множень можна визначити без таблиці за однією його цифрою.

За умовою задачі, третя цифра результату 5. Значить, перша цифра 4 (властивість 1), друга цифра 3 (властивість 2), четверта цифра 6 (властивість 1). Отже, шукане число 4356.

Властивість 3 дає можливість визначити відразу і множене, не виконуючи ділення добутку на множник. У даному випадку воно — 44.

34. Середньою цифрою, різниці завжди буде 9, а крайні цифри доповнюють одна одну до 9 (останнє випливає також з властивості 1 (б)).

Справді, нехай А, В і С— цифри деякого трицифрового числа. Запишемо дане число арифметично: [А] [В] [С]. Зворотне число буде [С] [В] [А]. Нехай А > С, тоді [А] [В] [С]>[С] [В] [А]. Складемо різницю:

_[А] [В] [С] 
  [С] [В] [А]

Останньою цифрою різниці буде 10 + С—А (оскільки С < А, то для віднімання позичаємо 10 одиниць з числа десятків В). Середньою цифрою різниці буде 10 + (В-1) - В = 9 (число десятків зменшилось на 1, і для віднімання позичаємо 10 десятків з числа сотень А).

Отже, середня цифра різниці завжди буде 9.

Першою цифрою різниці буде: (А - І) – С. Сума першої і останньої цифр різниці буде: A - 1-С + 10+ С - A = 9.

35. Різниця між двома будь-якими числами з переставленими цифрами завжди дорівнює 9 або кратна 9. Легко перевірити, що всі умови задачі справджуватимуться тільки для випадку, коли різниця віку А і віку В дорівнює 9. Але тоді вік С становить половину від 9, тобто 4[image: image83.png]


 року; В у 10 раз старший за С, отже, йому 45 років; у свою чергу вік А 54 роки.

Отже, А — 54 роки, В — 45 років і С — 4[image: image84.png]


 року.

36. Чи догадались, ви, що гість складав числа так: середньою цифрою числа була довільна цифра, крім нуля, а сума інших цифр ділилась на 9 без остачі. Але мало догадатись; треба і довести, що всяке число з дібраними так цифрами матиме зазначену в умові властивість.

З цією метою пригадаємо насамперед, що коли деяке число Б ділиться на 9, то, додаючи всі його цифри, ми дістанемо нове число (8і), яке також ділиться на 9. Далі, якщо число 8і — не одноцифрове, то, додаючи його цифри, ми дістанемо ще одне число (82), яке також повинно ділитися на 9, і т. д. Продовжуючи цей процес, ми неминуче прийдемо до одноцифрового числа, яке ділиться на 9. Але єдине одноцифрове число, яке ділиться на 9, це саме 9.

Тепер візьмемо таке число:[image: image85.png]cbaxmnp ...




, сума всіх цифр якого без середньої S= ...с +b + a + m + n+ р...,

за умовою, ділиться на 9.

Якщо число S одноцифрове, то воно 9, а коли не одноцифрове, то сума його цифр або яка-небудь з наступних сум цифр чисел, утворених зазначеним способом, обов'язково 9. Отже, повторюючи кілька разів процес додавання всіх цифр спочатку в даного числа [image: image86.png]cbaxmnp ...




, потім у суми його цифр і т. д., ми неминуче прийдемо до числа 9 +х, де х — середня цифра даного числа. А остаточна сума цифр для числа 9 +х: дорівнює х. Справді, подамо число 9 +х у такому вигляді: 10 + (х - 1). Сума його цифр: 1 + 0 + х- 1 =х

До розділу IV

37. Після обміну в кожного з братів було по 8 яблук. Отже, у старшого перед тим як він віддав половину яблук своїм братам, було 16 яблук, а в середнього і молодшого — по 4 яблука. Далі, перед тим як ділив свої яблука середній брат, у нього було 8 яблук, в старшого — 14 яблук, у молодшого — 2. Звідси, перед тим як ділив свої яблука молодший брат, у нього було 4 яблука, у середнього — 7 яблук і в старшого—13.

Оскільки кожний одержав спочатку стільки яблук, скільки йому було років три роки тому, то молодшому зараз 7 років, середньому брату 10 років, а старшому 16.

38. Після поділу патронів мисливці втрьох витратили 12 штук. Після цього в усіх разом залишилось стільки штук, скільки після поділу було в кожного, тобто загальне число патронів зменшилось у 3 рази. Інакше кажучи, мисливці витратили 2 частини, а одна частина залишилась. Дві частини становлять 12 патронів, а одна частина — 6 штук. Значить, залишилось 6 патронів. Це і є число патронів, які дістав кожний при поділі. Отже, перед поділом було 18 придатних патронів.

39. У момент зустрічі машиністів відстань між кондукторами буде 250 м + 250 м = 500 м. Оскільки кожний поїзд йде з швидкістю 45 км/год, то кондуктори зближаються з швидкістю 45 км/год + 45 км/год = 90 км/год, або 25 м/сек.

Шуканий час дорівнює 500 : 25 = 20 сек.

40. Простота і короткість розв'язування всякої задачі залежать від вдалого вибору вихідного пункту в ланцюжку міркувань, або, говорячи мовою алгебри, від вибору невідомого. Розв'язуючи дану задачу, помічаємо, що другу половину рукопису Віра друкувала втроє швидше, ніж першу.

Позначимо через п число днів, які витратила Віра на друкування другої половини рукопису (при арифметичному розв'язуванні візьмемо за одну частину). Тоді першу половину рукопису Віра, друкувала 3n днів по 10 сторінок за день. Звідси половина рукопису становитиме 3n • 10 = 30n сторінок, а весь рукопис 60n сторінок. Весь рукопис Віра друкувала 3n+n=4n днів. Отже, при будь-якому числі сторінок у рукописі в середньому Віра друкувала 60n : 4n = 15 сторінок за день. Мати мала рацію. Розв'яжіть цю саму задачу, вибравши інше невідоме.

41. Нехай число грибів, які приніс кожен хлопчик до табору, було х. З умови задачі випливає, що Марійка дала Миколі х - 2 гриби, Івану х + 2 гриби, Андрійкові [image: image87.png]


 і Петрикові 2х грибів, а всього

(х-2) +(х +2)+ [image: image88.png]


 +2х = 4[image: image89.png]


х

Звідси х = 10.

Відповідь. Микола одержав від Марійки 8 грибів, Іван 12 грибів, Андрійко 5 грибів, Петрик 20 грибів. А коли прийшли до табору, то в кожного хлопчика було по 10 грибів.

42. Часто відповідають: «обидва повернуться одночасно». При цьому обґрунтовують свою відповідь тим, що хоч спортсмен, який гребе за течією річки, випереджає свого партнера на деяку кількість часу, але, повертаючись назад і рухаючись проте течії, він стільки ж часу втрачає.

Це — помилкове уявлення. Текуча вода дійсно зменшує час, коли човен пливе за течією, і збільшує його, коли рух має протилежний напрям; в одному випадку річка ніби допомагає рухові, в іншому — перешкоджає. Але допомога триває меншу кількість часу, ніж опір, значить, природно сподіватись, що спортсмен, який пливе по річці, повернеться на старт пізніше від спортсмена, який пливе по стоячій воді.

До того самого висновку приводить розгляд такого крайнього випадку. Нехай власна швидкість руху човна (тобто швидкість, яку міг би мати човен у стоячій воді при тому самому напруженні сил весляра) дорівнює швидкості течії води; тоді спортсмен, який пливе по річці, досягне наміченої точки, рухаючись за течією, вдвоє швидше, ніж його партер у басейні. Але коли перший спортсмен поверне назад, річка його зупинить і повернутись назад він взагалі не зможе.

Розглянемо загальний випадок. Позначимо швидкість течії води буквою х, а власну швидкість пересування човна — буквою v. Тоді у стоячій воді на шлях s в один кінець витрачається  [image: image90.png]


 одиниць часу, а на такий самий шлях s за течією витрачається  [image: image91.png]v +x



 одиниць часу. Виграш у часі дорівнює [image: image92.png]


-[image: image93.png]v +x



; після зведення до спільного знаменника матимемо:
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одиниць часу.

На той самий шлях s проти течії витрачається [image: image95.png]


 одиниць часу і порівняно з рухом по стоячій воді програється [image: image96.png]
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 одиниць часу.

Зіставляючи, встановлюємо, що перший дріб менший від другого, бо він відрізняється від другого дробу тільки більшим знаменником. Отже, при русі човна по річці проти течії програш у часі більший, ніж виграш при русі його за течією.

Таким чином, з двох веслярів повернеться на старт раніше той, який рухається по стоячій воді.

Дослідіть самостійно таке питання: як впливатиме зміна величини швидкості течії води на програш часу для весляра, який пливе по річці?

43. Глісер М, залишивши берег А, проплив 500 м і зустрівся з глісером Н, Разом вони пропливли відстань, що дорівнює довжині озера (рис. 71). Продовжуючи рух, глісер М дійшов до берега В і, повертаючись назад, знов зустрівся з глісером Н на відстані 300 м від берега В. На цей момент обидва глісери пропливли озеро по довжині тричі (рис. 71).
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Звідси випливає, що від початку руху глісерів до їх другої зустрічі минуло у 3 рази більше часу, ніж від початку їх руху до першої зустрічі.

Отже, оскільки на момент першої зустрічі глісер М проплив 500 м, то на момент другої зустрічі він проплив 500 • 3 = 1500 м (при сталій швидкості пройдений шлях пропорціональний часу). Довжина озера на 300 м менша від шляху, пройденого глісером М від початку руху до другої зустрічі, тобто вона дорівнює 1500- 300 = 1200 м.

Від початку руху глісера М і від початку руху глісера Я до моменту першої їх зустрічі минув однаковий час, отже, відношення їх швидкостей дорівнює відношенню пройдених глісерами відстаней за цей час, тобто
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44. У 2 рази. Якщо половину меншого числа позначити буквою m, то остача від меншого числа також буде m, а остача від більшого числа 3m. Тоді менше число дорівнює m + m=2m, а більше 3m + m=4m. Звідси більше число більше від меншого у 4m : 2m = 2 рази.

45. Алгебраїчне розв'язання. Швидкість теплохода х; швидкість гідролітака 10 х. Шлях гідролітака до зустрічі з теплоходом s; за той самий час шлях теплохода s-180, отже,
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Множимо обидві частини рівності на 10x (х ≠0) і дістаємо s = 200 миль.

Арифметичне розв'язання. За той час, протягом якого гідролітак пролітає 10 миль, теплохід віддаляється від берега на 1 милю. Отже, коли гідролітак пролетить початкові 180 миль, теплохід віддалиться на 18 миль. Поки гідролітак пройде наступні 10 миль, тепло​хід пропливе дев'ятнадцяту милю і відстань між ними становитиме 9 миль. На двадцятій милі гідролітак наздожене теплохід. При цьому від берега вони обидва будуть на відстані 200 миль.

46. Відстань від Скагвея до табору, куди поспішав Джек Лондон, становить 133[image: image103.png]


 милі.

Дійсно, в умові задачі говориться, що 50 миль, пройдені з повною швидкістю, прискорили б приїзд Джека Лондона до табору на 1 день. Отже, 100 миль, пройдені з повною швидкістю, прискорили б його приїзд на 2 дні, і Джек Лондон прибув би до табору без запізнення. З цього можемо зробити висновок, що на кінець першого дня подорожі до табору залишалось ще 100 миль. Коли б Джек Лондон весь час пересувався з повною швидкістю, він замість 100 миль проїхав би [image: image104.png]


милі. Зайві 66[image: image106.png]


 милі зекономили б йому 2 дні шляху. Звідси випливає, що повна заздалегідь розрахована Лондоном швидкість дорівнювала 33[image: image107.png]


 милі за день. За першу добу він і проїхав 33[image: image108.png]


 милі.

Додавши до цього ще 100 миль, знайдемо шукану відстань. Вона дорівнюватиме 133-милі.

47. Внаслідок недостатньої чіткості формулювання духівниці можливі різні тлумачення волі заповідача

Якщо істотною стороною волі заповідача вважати відношення частки (m) матері до частки (s) сина і до частки (t) дочки, то з умови випливає, що дочка повинна одержати вдвоє меншу частину спадщини, ніж мати, а син — вдвоє більшу, ніж мати. Отже, спадщину треба поділити на 7 рівних частин, з яких 2 частини треба видати матері, 4 частини синові і 1 частину дочці: m : s: t = 2 : 4: 1
Так і запропонував ділити спадщину Сальвіан Юліан, Але таке розв'язання не задовольняло матір. Справді, волю заповідача можна тлумачити так, що він мав на увазі залишити матері щонайменше майна, а розв'язання римського юриста дає їй тільки [image: image110.png]


 спадщини. Тому, коли стати на захист інтересів матері, то треба віддати їй [image: image111.png]


 всієї спадщини, решту [image: image112.png]


 спадщини поділити між сином і дочкою у відношенні 4:1. Тоді син одержить [image: image114.png]5



. 4 =[image: image116.png]5



, а дочка [image: image118.png]5



. 1 = [image: image119.png]5



всієї спадщини, або m : s: t= 5:8:2.

Ще один вихід з скрутного становища (дуже дотепний) пропонує Азимбай Асаров. Адже, близнюки народилися не одночасно. Так, коли першим народився хлопчик, то йому належить [image: image120.png]


 усієї спадщини; з решти спадщини [image: image121.png]


 одержує дочка і [image: image122.png]


 мати. А коли першою народи​лась дочка, то їй належить [image: image123.png]


 усієї спадщини; з решти спадщини [image: image124.png]


 одержує син і [image: image125.png]


 мати.

48. Нехай шукана відстань дорівнює 2х кроків. В одній половині цієї відстані [image: image127.png]


 пар кроків; у другій половині [image: image129.png]


 трійок кроків. За умовою, пар на 250 більше, ніж трійок. Отже, [image: image130.png]


- [image: image132.png]


 = 250, х = 1500 кроків. Вся відстань 2х = 3000 кроків.

49. Нехай х — довжина довшої свічки, а у — довжина короткої. За годину перша свічка згорить на х : 3.5 =[image: image134.png]


х, а друга — на у : 5 = [image: image136.png]


у. За 2год. вони згорять відповідно на [image: image138.png]


х і [image: image140.png]


у. Від першої свічки залишиться [image: image142.png]


x від другої [image: image144.png]


у. За умовою задачі [image: image146.png]


x = [image: image148.png]


у , отже, одна свічка була коротша від другої у [image: image150.png]


 раза.

50. На перший погляд може здатись, що відставання стінного годинника цілком компенсується поспішанням на стільки ж хвилин настільного годинника. В свою чергу відставання будильника компенсується поспішанням ручного годинника, так що ручний годинник покаже точний час. Але це не так.

Справді, за 1 годину точного часу стінний годинник відлічує 58 хв. За 60 хв. по стінному годиннику настільний годинник відлічує 62 хв. Отже, за кожну хвилину по стінному   годиннику    настільний    годинник відлічує [image: image152.png]50



 хв., а за 58 хв. по стінному годиннику (тобто за одну годину точного часу) настільний годинник відлічує [image: image154.png]aded
0



 хв.
Далі. За 60 хв. по настільному годиннику будильник відлічує 58 хв. Отже, за кожну хвилину по настільному годиннику будильник відлічує [image: image156.png]50



хв., а за [image: image157.png]aded
0



 хв. По настільному годиннику (тобто за 1 год. точного часу) будильник відлічує [image: image158.png]aded
0



∙ ∙[image: image159.png]50



 хв.

Так само за кожну хвилину по будильнику ручний годинник відлічує [image: image161.png]50



  хв. Отже, за [image: image162.png]aded
0



∙ ∙[image: image163.png]50



  хв. по будильнику (тобто за 1 год. точного часу) ручний годинник відлічує [image: image164.png]aded
0



∙ ∙[image: image165.png]50



 ∙ [image: image166.png]50



 хв. Виконавши обчислення, дістанемо наближено 59,86 хв.

Значить, за кожну годину точного часу ручний годинник відстає на 0,14 хв. Отже, за 7 год. точного часу він відстане на 0,14 ∙7 =0,98≈ 1 хв.

О 19 год. точного часу ручний годинник покаже 18 год. 59 хв.

51. Нехай наші годинники знов покажуть один і той самий час через х годин. Це буде тоді, коли мій годинник поспішить вперед, а Васильків відстане разом на 12 годин (43 200 сек.). Мій годинник за х годин відстане на х сек., а Васильків — на [image: image168.png]


 х сек. Дістаємо рівняння:

х + [image: image170.png]


 х = 43 200.

Звідси х =17 280 год., або 720 днів.

Майже 2 роки довелося б чекати мені і Василькові, щоб наші годинники знов показали той самий час.

Ще довше довелося б чекати збігу показів наших годинників з сигналом точного часу.

Дійсно, для цього мій годинник повинен піти вперед на 12 год., а Васильків — відстати на 12 год.

З моїм годинником це трапилося б через 43 200 год., або через 1800 днів, а з Васильковим — у [image: image172.png]


 рази раніше, тобто через 1200 днів.

Одночасний збіг показів мого і Василькового годинників з сигналом точного часу відбувся б через число днів, кратне числам 1800 і 1200, тобто через 3600 днів — майже через 10 років!

52. 1) За час, коли майстра не було в майстерні, стрілки годинника в сумі описали повний круг циферблата Через те що хвилинна стрілка рухається у 12 раз швидше від годинної, то пройдені ними відстані становитимуть відповідно [image: image174.png]13



 і [image: image176.png]3



 всього круга. Звідси випливає, що май​стер був відсутній [image: image178.png]13



 ∙60 = 55[image: image180.png]13



 хв. Коли шлях стрілок лічити у хвилинах часу і через х позначити число хвилин, що минули від положення обох стрілок на 12 до положення хвилинної стрілки в момент, коли майстер пішов на обід, то годинна стрілка за ці х хвилин пересунеться тільки на [image: image182.png].



 x, і, значить, у момент, коли майстер виходив, «відстань» між стрілками становитиме x - [image: image184.png].



 x = [image: image186.png].



 х хв. Дістаємо рівняння       [image: image188.png].



x=[image: image189.png]3



60.

Звідси х=5[image: image191.png]143




Отже, майстер пішов на обід о 5[image: image193.png]143



хв. на першу; його не було в майстерні 55[image: image195.png]13



  хв.

Коли він повернувся, було 55[image: image197.png]13



  +5[image: image199.png]143



=60[image: image201.png]123



 хв. після дванадцяти, тобто [image: image203.png]123



 хв. на другу.

2) Через 2 год. після того, як я пішов гуляти, хвилинна стрілка годинника буде на тому самому місці, а годинна просунеться на [image: image205.png].



 всього циферблата. 12

Щоб стрілки годинника помінялись місцями більш як через 2 год., вони разом повинні пройти [image: image207.png].



 всього циферблата, або ще 50 хв. Хвилинна стрілка рухається в 12 раз швидше від годинної, значить, шлях, який залишився їй пройти, дорівнює [image: image209.png]13



 • 50 = 46[image: image211.png]13



 хв. Отже, я не був дома 2год. 46[image: image213.png]13



 хв. 

3) Між 4 і 5 годинами стрілки годинника збігаються рівно через 20: [image: image215.png].



 = 21[image: image217.png]”



 хв. після 4. Хвилинна стрілка буде проти годинної через 50: [image: image218.png].



=54[image: image220.png]”



 хв.   після  4. Отже, учень розв'язував задачу 54[image: image222.png]”



 - 21 [image: image223.png]”



 =32[image: image225.png]”



 хв. Закінчив він розв'язувати задачу о 4 год. 54[image: image227.png]”



  хв.

53. Часто дають неправильну відповідь, наприклад 7. Це пояснюється тим, що, маючи на увазі ті пароплави, які повинні ще вийти, забувають про ті, які вже в дорозі. Дуже переконливе і наочне розв'язання можна дістати за допомогою графіків руху кожного з пароплавів (оис. 72>
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На прикладі пароплава, графік якого подано прямою А Б, видно, що пароплав, який іде з Гавра до Нью-Йорка, зустріне у морі 13 суден та ще два: одне у момент виходу (воно прибуло з Нью-Йорка) і одне у момент

прибуття до Нью-Йорка (воно відпливає з Нью-Йорка), або всього, 15 суден. Графік показує також і те, що пароплави зустрічатимуться щодня опівдні і опівночі.

54.1 тут для розв'язання і аналізу задачі зручно застосувати графічний спосіб. По вертикальній осі (рис. 73, а) відкладаємо відстані (у кілометрах), а по горизонтальній — моменти часу (в годинах). Масштаби довільні.

Якщо весь шлях проїхати на велосипеді (по 15 км/год), то, як показує кінцева точка А графіка О А, для цього потрібно буде 4 год. А коли весь шлях пройти пішки (без зупинок, по 5 км/год), то, як показує точка В графіка ОВ, для цього потрібно буде 12 год. Але обидва хлопчики рухались то пішки, то на велосипеді і закінчили свій шлях одночасно, отже, графіки їх рухів повинні мати спільну кінцеву точку.

В умові задачі не сказано, скільки разів хлопчики міняли спосіб свого пересування. Припустимо — по одному разу. В цьому випадку графіки їх рухів повинні утворити паралелограм.

Справді, нехай графік ОС руху велосипедиста замінився в деякій точці С графіком СЕ, що характеризує рух пішки і, отже, паралельний ОВ.

Графік ОD руху другого хлопчика при заміні пішохідного руху на велосипедний «ламається» в такій точці D, яка лежить на одному рівні з точкою С відносно горизонтальної осі, бо цей хлопчик повинен дійти пішки до того місця, де товариш залишив йому велосипед (тобто пройти такий самий шлях, який проїхав на велосипеді перший хлопчик). Решту шляху другий хлопчик їде на велосипеді. Отже, відрізок DЕ графіка його руху на велосипеді паралельний ОА.

Отже, фігура ОСЕD — паралелограм. Фігура СDВЕ — також паралелограм (СЕ || DВ || СD || ВЕ).

Зіставляючи сторони паралелограмів, дістаємо: ОD= СЕ і СЕ=DВ. Звідси ОD = DВ.

Таким чином, точки D і С відповідають середині всього шляху. Тоді спосіб пересування змінюється тільки один раз на відстані 30 км від кінцевого пункту прогулянки хлопчиків. Точка E є серединою відрізка АВ і показує, що при вибраному хлопчиками способі пересування на весь шлях вони витратять тільки 8 год. замість 12 год., потрібних, щоб весь шлях пройти пішки.

Але міняти способи пересування вони можуть і не один раз. За умовою задачі хлопчик, що їде на велосипеді, наздогнавши товариша, дає йому велосипед, а сам продовжує йти пішки. Момент такої передачі велосипеда одним хлопчиком другому характеризується на нашій діаграмі точкою зустрічі графіків руху. Очевидно, що такою точкою, аналогічною до точки Е, може бути і точка Е1 — середина відрізка СD.

Повторюючи міркування, аналогічні до попередніх, можна дістати, наприклад, такі графіки руху; ОС1Е1FE для першого хлопчика і ОD1Е1GЕ для другого хлопчика. У цьому випадку спосіб пересування змінюється останній раз на відстані 15 км від кінцевого пункту прогулянки хлопчиків (на рис. 73, а рівень FG).
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Легко зрозуміти тепер, що графіки руху хлопчиків можна різноманітити.

Так, наприклад, після зустрічі хлопчиків, яка відповідає моменту Е1 (рис. 73, б), можна запропонувати їм такі графіки руху: Е1F1Е2КЕ для першого хлопчика і Е1G1Е2KE для другого. У цьому випадку спосіб пересування хлопчики змінять востаннє ще ближче до кінцевого пункту їх прогулянки, всього лише на відстані 7,5 км від нього (на рис. 73, б рівень КL).

Як бачите, умова задачі допускає безліч варіантів графіків руху хлопчиків, і в цьому розумінні задача не досить визначена. Але одна відповідь цілком визначена. Скільки б разів хлопчики не змінювали спосіб свого пересування, вся подорож триватиме рівно 8 год.

До розділу V

55. Може. Попередній розрахунок зручніше починати «з кінця». В останньому турі перший гравець повинен залишити для другого один предмет. Скільки предметів він повинен залишити другому гравцеві в передостанньому турі? Очевидно, 5.

Справді, якщо тепер другий гравець візьме 1, 2 або 3 предмети, то перший гравець може взяти відповідно 3, 2 чи 1 предмет, і в усіх випадках для другого гравця залишається 5-4 = 1 предмет.

Міркуючи аналогічно, знайдемо, що ще раніше перший гравець повинен залишити другому 9 предметів. Чи візьме тепер другий гравець 1, 2 або 3 предмета, перший гравець може взяти відповідно 3, 2 або 1 предмет, і в усіх випадках для другого гравця залишається 9-4 = 5 предметів.

Всього предметів 11. Отже, той, хто починає гру, повинен взяти 2 предмети, щоб залишити другому 9; у другому турі він повинен залишити другому 5 предметів, тоді в третьому турі він зможе залишити своєму партнерові 1 предмет і виграти гру. Кількості предметів, які перший гравець залишає другому (з кінця): 1, 5, 9, утворюють ряд чисел, в якому перше число 1, а кожне наступне більше від попереднього на 4. Продовжуючи цей ряд чисел далі, дістанемо ключ до виграшу гри у випадку 30 предметів: 1, 5, 9, 13, 17, 21, 25, 29. Отже, при 30 предметах гравець, що починає гру, повинен взяти 1 предмет, залишивши своєму партнерові 29, і в кожному наступному турі залишати йому відповідно 25, 21,17,13, 9, 5,1 предметів.

Узагальнення гри. Міркуючи аналогічно до попереднього, знайдемо, що виграє гру той, хто зможе залишити своєму противникові таке число сірників (починаючи «з кінця»):

1, р + 2, 2р + 3, 3р+ 4

і т. д. до числа, найближчого до n, але меншого від n. Позначимо його через N.

Тоді, додержуючи зазначеного правила, виграє перший гравець, якщо першого разу візьме n - N сірників. А коли n - N = 0, то виграє гру не перший гравець, а другий.

56. Виграє той, хто на кінець гри залишить своєму партнерові 7 сірників. Справді, всі 7 сірників партнер взяти не може, а скільки б він не взяв у межах від одного до шести сірників, він сірники з стола візьме не останнім. У свою чергу, щоб мати можливість залишити партнерові 7 сірників, треба перед цим залишити йому 14 сірників, а ще раніше 21 і 28.

Той гравець, що починає гру, повинен взяти 2 сірники, і тоді, додержуючи надалі зазначеного правила, він буде переможцем.

57. Правильне ведення гри і на цей раз забезпечує перемогу тому, хто робить перший хід. Але знайте правильний шлях до перемоги над «противником» у цій грі важче, ніж у попередніх.

Гравець, що починає гру, першим ходом повинен взяти 2 сірники, а потім залежно від того, скільки сірників бере «противник», повинен додержувати такого правила.

Якщо у «противника» парне число сірників, то треба залишити йому таке число сірників, яке на 1 більше від кратного 6 (19, 13, 7); якщо у «противника» непарне число сірників, то треба залишити йому таке число сірників, яке на 1 менше від кратного 6 (23, 17, 11, 5), а якщо це буде неможливо, то залишити йому число сірників, кратне 6 (24, 18, 12, 6).

Ви берете, наприклад, 2 сірники, а ваш «противник» 4 або 2 (парне число). Залишається 27-6 =21 сірник або 27 - 4 =23 сірники. Згідно з правилом ви берете 2 сірники або 4, щоб залишити «противникові» 19. А коли «противник» взяв 3 сірники (непарне число), то залишилося 27 - 5 = 22 сірники. Через те що до 17 сірників довести остачу ви не можете (не можна взяти 5 сірників), то вам треба взяти 4 сірники, щоб остача становила 18. Якщо «противник» взяв один сірник, то й вам треба взяти один сірник, щоб остача становила 27 - 4 = 23 сірники, і т. д. Це правило випливає з таких міркувань (грають А і В): 1) Нехай на кінець гри на столі лишилось 5 сірників. Це вигідно для А тільки тоді, коли наступний хід В і він має непарне число сірників. (Оскільки взято 22 сірники, то А при цьому може мати також тільки непарне число сірників). Можна розглянути всі варіанти можливого продовження гри:
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А коли В (а значить і А) має парне число сірників, то залишати на його хід 5 сірників для А невигідно — веде до програшу (переконайтеся!).

2) Нехай на кінець гри на столі лишилося 6 сірників. Це також вигідно для А тільки тоді, коли наступний хід В і він має непарне число
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А коли В має парне число сірників (значить, А — непарне), то залишати на його хід 6 сірників для А невигідно — веде до програшу. Справді, якщо В візьме один сірник, то А буде в такому самому становищі, в якому був В, коли лишилося 5 сірників.

3) Нехай на кінець гри залишилося на столі 7 сірників. Це вигідно для А тільки тоді, коли наступний хід В і він має парне число сірників. (При цьому А, очевидно, має також парне число сірників). Справді:
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А коли В (а значить і А) має непарне число сірників, то залишати на його хід 7 сірників для А невигідно — веде до програшу. Справді, як тільки В візьме один сірник, то А буде в такому самому становищі, в якому був Я, коли лишилося 6 сірників.

4) Залишати після свого ходу 8, 9 чи 10 сірників в усіх випадках для А невигідно — веде до програшу. Нехай, наприклад, після ходу А на столі залишилося 8 сірників. Можливі 2 випадки:

а) А має непарне число сірників, В — парне; В бере 3 сірники. Тепер у нього також непарне число сірників. Залишається на столі 5 сірників. У цьому випадку, як відомо, програє той, чий хід. Хід А, значить, А програє.

б) А має парне число сірників, В — непарне; В бере один сірник. Тепер у нього парне число сірників. Залишається на столі 7 сірників. У цьому випадку, як відомо, також програє той, чий хід. Хід А, значить, А програє. Таку саму можливість повернути гру на свою користь матиме В і тоді, коли А після свого ходу залишить на столі 9 або 10 сірників. Проаналізуйте ці випадки самостійно.

5) При дальшому збільшенні числа сірників, які залишилися на столі після ходу А, тобто для 11, 12, 13,... сірників, умови виграшу повторюються в тому самому порядку, як для 5, 6, 7, ... залишених сірників, що й підтверджує висловлене вище правило ведення гри «на виграш».

Нехай, наприклад, після ходу А залишилось на столі 11 сірників. Неважко показати, що А виграє, якщо у В (а значить і в самого А) непарне число сірників. Дійсно,
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Розгляньте самостійно ще кілька випадків, хоча б, наприклад, для 12 і 13 залишених сірників.

6) Треба ще показати, чому при 27 сірниках першим ходом треба брати саме 2 сірники — не більше і не менше. Якщо ви візьмете 1 сірник, то «противник» може взяти 2; залишиться 24 сірники, і вам не вдасться залишити йому 19 сірників, як того вимагає правило.

Якщо ви візьмете 3 сірники, то «противник» може взяти 1; залишиться 23 сірники. Хід ваш, а якщо залишилося 23 сірники, то програє той, хто має непарне число сірників і робить черговий хід.

Якщо ви візьмете 4 сірники, то і «противник» візьме стільки ж; залишиться 19 сірників. Хід ваш, а при 19 сірниках, що залишились, програє той, хто має парне число сірників і робить черговий хід.

А коли ви візьмете 2 сірники, то, скільки б не взяв «противник», ви зможете відповідно до правила повернути гру на свою користь.

58. Якщо ви хочете першим досягти 100, то вам першому треба досягти і 89. Справді, коли названу вами суму відокремлюватиме від 100 число 11, то, яке б число (десять чи менше) не додав ваш партнер, ви відразу знайдете доданок, який доповнює до 100 суму, названу партнером. Але для того щоб першим досягти 89, треба віддалити партнера і від цього числа на 11, тобто зуміти першим сказати 78. Продовжуючи ці міркування, ми дістанемо ряд таких чисел, називаючи які ви прийдете до фінішу першим. Починається цей ряд чисел з одиниці: 1,12, 23, 34, 45, 56, 67, 78, 89. Тепер зрозуміло, що коли ви скажете 1, то, хоч би яке число (одинадцять чи менше) сказав ваш партнер, він не перешкодить вам сказати 12, потім 23, 34 і т. д. Запам'ятати цей ряд «ключових» чисел легко: в кожному десятку по одному числу, в якого число одиниць на одиницю більше від числа десятків,

(Якщо партнер не знає «ключа» до гри, то він, звичайно, додаватиме числа, які випадково спали йому на думку, тому ви, повторюючи з ним гру, можете рискнути в межах першої половини сотні «замести сліди», не додержуючи «ключових» чисел).

Гру можна різноманітити, змінивши граничний доданок і граничну суму. Нехай, наприклад, граничний доданок буде, як і раніше, 10, але гранична сума не 100, а 120. Віднімаючи послідовно від 120 по 11, знайдемо такі «ключові» числа: 10, 21, 32, 43, 54, 65, 76, 87, 98, 109. Обізнаний з цим «секретом» виграє, якщо почне з числа 10.

Нехай тепер граничною сумою буде 100, а граничним доданком буде не 10, а 8. Тоді «ключові» числа знайдемо відніманням по 9 від 100 і від кожної утвореної різниці:

1, 10, 19, 28, 37, 46, 55, 64, 73, 82, 91. I у даному випадку виграє той, хто починає гру і знає її «секрет».

Але коли взяти як граничний доданок число 9, то числами, які треба мати на увазі, будуть 90, 80, 70, 60, 50, 40, 30, 20, 10. У цьому випадку бажаючий виграти не повинен починати гру, якщо, звичайно, партнер має «секрет» перемоги.

60. Фокус 2. Нехай ваш друг задумав число n, а ви — число р. Виконавши з обома числами ряд однакових множень і ділень, дістаємо результати такого виду:
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Обидва ці результата, поділені перший на n, а другий на р, дадуть, очевидно, одне i те саме число:[image: image237.png]
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+n, досить від останньої відняти перше, щоб дістати число n.

Фокус 3. Очевидно, що коли задумане число має вигляд 4n, де n =0, 1, 2, 3, то остаточний результат обчислень дає 9n, тобто число, кратне 9. Отже, сума цифр цього числа повинна ділитись на 9, а це означає, що прихована цифра доповнює суму інших цифр до числа, кратного 9. А коли сума відомих цифр сама кратна 9, то, отже, прихована цифра 9 або 0, але за умовою нулем вона бути не може.

Для чисел виду 4n+1, 4n + 2 і 4n + 3 результат обчислень дає відповідно: 9n +3, 9n +5, 9n +8. Сума цифр цих чисел стає кратною 9 тільки після додавання у першому випадку 6, у другому 4 і в третьому 1.

Отже, і в цих випадках прихована цифра повинна доповнювати суму інших цифр до числа, кратного 9.

Фокус 4. Позначимо задумане число буквою х, а те, що додається,— буквою у. Виконуючи потрібні дії, дістанемо:

(х + у)2-х2 = 2ху+у2 =2у(х +[image: image243.png]


)=z
Звідси видно, що задумане число (х) дорівнює половині результату ([image: image245.png]


), поділеній на додане число (у) мінус половина дільника [image: image246.png]


.
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Після третьої передачі у кожного стало предметів у два рази більше, ніж було спочатку у першого. Далі зрозуміло.

62. Нехай задумано числа а і b. Тоді, за умовою, маємо: (а +b)+аb. Додаючи 1, дістаємо таке число, яке легко розкладається на множники:

(а + b) + аb + 1 =а+ 1 + b(а + 1) = (a+ 1)(b + 1). Отже, кожний множник на 1 більший, ніж відповідне задумане число. Можна розробити аналогічні, фокуси, що ґрунтуються на додаванні або відніманні різниці задуманих чисел та їх добутку.

63. Сума трьох задуманих чисел і числа, кратного 3, буде: а + (a + 1) + (a+2) + 3k = 3а +3k + 3 = 3(а+k+1). Після множення цієї суми на 67 дістанемо:

201 (а + k+1).

За умовою, а<60, 3k<100, або k < 34. Отже, а + k + 1 не перевищує двоцифрового числа, а добуток будь-якого одноцифрового або двоцифрового числа на 201, як легко зрозуміти, завжди закінчується тим самим одноцифровим або двоцифровим числом, а починається числом, вдвоє більшим. 
Отже, а + k + 1 дає число, утворене двома останніми цифрами добутку. Віднімаючи від цього відомого числа також відоме число k + 1, знаходимо число а — найменше з трьох задуманих.

64. Якщо шуканий вік х, то в результаті потрібних дій дістанемо 10x—9k, де k — будь-яке одноцифрове число. Перетворимо знайдену різницю:

10х —9k = 10х – 10k+k = 10 (х - k) + k.

Нашому співрозмовнику, мабуть, більш як 9 років (х>9), а k, за умовою, не перевищує 9 (k<9), отже, х - k — число додатне. Тоді число 10(х -k)+k має k одиниць і якщо ці k одиниць відкинути, то одночасно зміниться розряд решти цифр, тобто десятки стануть одиницями, сотні — десятками і т. д., словом, число зменшиться в 10 раз і дорівнюватиме х-k. Додаючи до нього відкинуте число к дістаємо шуканий вік x.

Якщо все ж таки х < 9, то може трапитися, що вам скажуть від'ємне число. В цьому випадку користуйтесь зазначеним правилом, не звертаючи уваги на мінус, але шуканим віком х буде не сам результат додавання, а його доповнення до числа 9. Доведення аналогічне.

65. Тринадцята паличка не зникла, вона розподілилась між іншими дванадцятьма, подовживши їх. У цьому можна впевнитись або вимірюванням довжин початкових тринадцяти паличок і нових дванадцяти, або геометрично.

Уявимо собі пряму (див. рис. 39), яка сполучає верхні кінці даних тринадцяти паличок. Ця пряма і пряма МN утворюють сторони кута, які перетинаються рядом паралельних прямих на рівних відстанях одна від одної. Пригадавши відповідну геометричну теорему, ми зрозуміємо, що пряма МN відтинає від другої палички [image: image249.png].



 її довжини, від третьої [image: image251.png].



, від четвертої [image: image253.png].



 i т. д.
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Зсуваючи обидві частини картону, ми прикладаємо відрізану частину кожної палички (починаючи з другої) до нижньої частини попередньої.

А через те що кожний відсічений відрізок більший від попереднього на одну й ту саму частину (на [image: image255.png].



) то кожна паличка внаслідок цієї операції повинна збільшитись на [image: image256.png].



 своєї довжини і всіх паличок повинно вийти 12. Око цього видовження не помічає, тому зникнення тринадцятої палички на перший погляд — досить загадкове явище.

Щоб підсилити ефект, палички можна розмістити по колу, як показано на рис 74. Якщо вирізати внутрішній круг і укріпити його в центрі так, щоб він міг обертатись, то при деякому повертанні круга знову зникне одна паличка.
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31.« Прихована властивість»

32. Ще кілька забавних способів знаходження невідомого числа

33. За однією цифрою результату визначити інші три

34. Відгадування різниці

35. Визначення віку

36. У чому секрет?

Розділ четвертий

З алгеброю і без неї

37. Кмітливий малюк

38. Мисливці

39. Зустрічні поїзди

40. Віра друку в рукопис

41. Історія з грибами

42. Хто повернеться раніше?

43. Перевірте свою кмітливість

44. У скільки разів більше?

45. Теплохід і гідролітак

46. Поїздка Джека Лондона

47. Юридичний казус

48. Парами і трійками

49. Дві свічки

50. «Точний час»

51. Годинник

52.0 котрій годині?

53. Задача Люка

54. Своєрідна прогулянка 
Розділ п'ятий 
Математичні ігри і фокуси

55. Одинадцять предметів

56. Взяти сірники останнім

57. Перемагає чіт

58. Хто перший скаже «сто»?

59. «Математико» (італійська гра)

60. Вгадування задуманого числа

61. Хто скільки взяв, я взнав

62. Одна, дві, три спроби ... і я вгадав

63. Вгадування трьох задуманих доданків і суми

64. Скільки вам років?

65. Геометричний фокус (загадкове зникнення) Розв'язання і відповіді

Список використаних джерел
